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CAPITOLUL I 
 

ECUAŢII DIFERENŢIALE 
 

1. Ecuaţii diferenţiale. Soluţia generală. 
Soluţii particulare. Interpretarea geometrică. Exemple. 

Problema Cauchy. 
 
 

 
Definiţie. Fie F(x,y,y',…,y(n)) o funcţie reală definită pe [a,b] 

Y,Y R , având argumente variabila reală × ⊂ 1+n ],[ bax∈  şi funcţia reală y 
împreună cu derivatele ei  Relaţia: .,...,'',' )(nyyy

(1)     F(x,y,y',…,y(n))=0 
 
se numeşte ecuaţie diferenţială de ordinul n, dacă se cere să se determine 
funcţiile y=f(x) definite pe intervalul [a,b], având derivate până la ordinul n 
inclusiv în orice punct al intervalului [a,b] astfel încât să avem:  

F(x,f(x),f' (x),…,f(n)(x))=0 pentru orice ],[ bax∈ . 
Funcţiile reale f(x) care îndeplinesc condiţiile de mai sus se numesc 

soluţii ale ecuaţiei diferenţiale (1). 
Dacă (1) poate fi scrisă: 
     
  (2)            y(n)=f(x,y,y',…,y(n-1)) 

 
atunci (2) se numeşte forma normală a ecuaţiei (1). 

Dacă n=1, din (1) avem F(x,y,y')=0 care este o ecuaţie diferenţială de 
ordinul întâi (sau y'=f(x,y) forma explicită). Soluţiile ecuaţiei F(x,y,y')=0 se 
pot pune sub forma y=φ(x,C), C constantă şi se numesc soluţii generale. 
Dacă dăm lui C o valoare particulară obţinem o soluţie particulară. 

Ecuaţia y=xy'+y' 
2
 are soluţia generală y=Cx+C2şi 

4

2xy −=  numită 

soluţiesingulară. Din punct de vedere geometric, ecuaţia 

Dyxyxf
dx
dy

∈= ),(   ),,( reprezintă un câmp de direcţii, graficul unei soluţii 

y= φ(x) este o curbă situată în D, cu proprietatea că în fiecare punct (x,y) al 
său, tangenta la curbă reprezentată printr-un vector face cu axa Ox un unghi 
α, astfel că tgα=f(x,y).  
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2. Ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi rezolvate  
în raport cu y', integrabile prin metode elementare. 

 
2.1. Ecuaţii cu variabile separate. 

Ecuaţia diferenţială 
     (1)     P(x)dx+Q(y)dy=0 

se numeşte ecuaţie cu variabile separate. Soluţia generală se obţine astfel: 

CdyyQdxxP
x

x

y

y

=+∫ ∫
0 0

)()(  

 
2.2. Ecuaţii omogene. 
Ecuaţiile diferenţiale omogene sunt de forma: 

      (2)           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

dx
dy  . 

Dacă se face schimbarea de funcţie: y=tx, ecuaţia (2) se transformă 
într-o ecuaţie cu variabile separate. 

Într-adevăr, avem: 

t
dx
dtx

dx
dy

+=  

şi ecuaţia (2) devine: )(tft
dx
dtx =+  sau 

x
dx

ttf
dt

=
−)(

 care este o ecuaţie cu 

variabile separate. 

Exemplu. Să se rezolve ecuaţia: .
1

1

+

−
=

x
y
x
y

dx
dy

 Efectuând substituţia 

y=tx ecuaţia devine: 
x

dxdt
t
t

−=
+
+

1
1

2  de unde integrând şi revenind la ,
x
yt =  

obţinem integrala generală: C
x
yarctgyx =++ 22ln . 

 
2.3. Ecuaţii reductibile la ecuaţii omogene. 
Ecuaţia de forma: 
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(3)            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
222

111'
cybxa
cybxafy  

unde ),(kcba
dx
dyy kkk 21  R , ,  ,' =∈=  este reductibilă la o ecuaţie omogenă. 

            1)Dacă c1=c2=0, ecuaţia este omogenă de tipul anterior. 
            2) Dacă dreptele 0  şi  0 2221

2
2

2
1 ≠−≠+ babacc

0  şi   0 222111 =++=++ cybxacybxa  nu sunt paralele şi se intersectează în 

punctul (x0,y0). În acest caz facem substituţia:  
⎩
⎨
⎧

+=
+=

vyy
uxx

0

0

şi ecuaţia (3) devine: .
22

11
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
vbua
vbuaf

du
dv  Cu ajutorul substituţiei v=u·t se 

obţine o ecuaţie cu variabile separate. 
           

  3) Dacă  dreptele sunt paralele deoarece ,0  ,0 1221
2
2

2
1 =−≠+ babacc

.1

2

1

2

1

kb
b

a
a

==  În acest caz ecuaţia (3) se poate scrie sub forma: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

++
=

211

111

)(
'

cybxak
cybxafy   şi dacă facem substituţia z=a1x+b1y 

ecuaţia devine: 

,1

2

1
1

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ckz
czfa

dx
dz

b
 care se poate transforma într-o ecuaţie cu variabile 

separate. 
 
Exemplu. Să se integreze ecuaţia : 

.
1
3'

+−
−+

=
yx
yxy  

Dreptele x+y+3=0, x-y+1=1 se intersectează în punctul (1,2); cu 
ajutorul schimbării x=u+1, y=v+2 obţinem ecuaţia: 

vu
vu

du
dv

−
+

=  (omogenă). 

Efectuând substituţia v=tu obţinem o ecuaţie cu variabile separate: 

u
dudt

t
t

=
+
−

21
1

 care după integrare dă soluţia: Cutarctgt +=+− ln)1ln(
2
1 2  sau 

cu ajutorul variabilelor x şi y găsim: 
 

.)2()1(ln
1
2 22 Cyx

x
yarctg +−+−=
−
−  
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2.4. Ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul întâi.

 
O ecuaţie de forma: 

            (4)            y'+P(x)y=Q(x) 
unde P(x) şi Q(x) sunt funcţii continue pe [a,b], se numeşte ecuaţie 
diferenţială liniară de ordinul întâi. 

Pentru rezolvarea ecuaţiei (4) vom rezolva mai întâi ecuaţia 
y’+P(x)y=0 numită ecuaţia liniară omogenă. 

Aceasta este cu variabile separate: dxxP
y

dy )(−=  cu soluţia generală 

 Căutăm pentru ecuaţia neomogenă (4) o soluţie de forma: 

 

.
)(∫=

− dxxP
Cey

.)(
)(∫=

− dxxP
exCy

Înlocuind această soluţie în (4) rezultă: 
)()()())(()()('

)()()(
xQexCxPxPexCexC

dxxPdxxPdxxP
=∫+−⋅∫+∫ −−−

 

sau     .)()('
)(∫=
dxxP

exQxC
 
 Integrând obţinem funcţia C(x): 

            (5)          C,)()( 1
))(

CdxexQxC
dxxP

+∫⋅= ∫ 1 constantă. 
Rezultă soluţia generală a ecuaţiei (4) sub forma: 

            (6)            .)(
)(

1
)(

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫⋅+∫= ∫

−
dxexQCey

dxxPdxxP

Metoda folosită pentru determinarea soluţiei generale (6) se numeşte 
metoda variaţiei constantei. 

 
2.5. Ecuaţia lui Bernoulli. 
Ecuaţia lui Bernoulli este de forma: 

            (7)             y’+P(x)y= Q(x)·  αy
unde P(x), Q(x) sunt continue pe [a,b], α este o constantă α ≠ 0 şi α ≠ 1 
(altfel avem o ecuaţie liniară). 

Dacă se efectuează schimbarea de variabilă z=y1-α ecuaţia (7) a lui 
Bernoulli se reduce la o ecuaţie liniară. 

Într-adevăr, dacă se împarte cu yα  în (7), obţinem 
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            (8)           ).(1)('1
1 xQ

y
xPy

y
=⋅+⋅ −αα  

Observăm că  de unde ')1(' yyz ⋅−= −αα )1(
''
αα −

=
z

y
y

 şi ecuaţia (8) 

devine: 
 
 (9)         )()1()()1(' xQzxPz αα −=⋅−+  

care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul I în z. Apoi se obţine y din 
relaţia z=y1-α. 
 

2.6. Ecuaţia Riccati. 

O ecuaţie diferenţială de forma 
            (10)           0)()()(' 2 =+++ xRyxQyxPy
cu P(x), Q(x), R(x) funcţii continue pe un interval [a,b] se numeşte ecuaţia 
Riccati. Dacă se cunoaşte o soluţie particulară a ecuaţiei (10), yp, prin 

schimbarea de variabilă 
z

yy p
1

+=  ecuaţia se transformă într-o ecuaţie 

liniară. Avem: 2

'''
z
zyy p −=  şi ecuaţia (10) devine: 

0)(1)(1)(''
2

2 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+− xR

z
yxQ

z
yxP

z
zy ppp  

sau 
[ ] 0)())()(2('1)()()(' 2 =−+−−+++ xPzxQxPyz

z
xRyxQyxPy pppp  

şi pentru că yp este soluţie a ecuaţiei (10) obţinem ecuaţia: 
z'- (2ypP(x)+Q(x))z-P(x)=0 

care este o ecuaţie liniară în z. 
 

 
2.7. Ecuaţia lui Lagrange şi Clairaut. 
 
Ecuaţia lui Lagrange este de forma: 

            (11)           )'()'( yyxy ψϕ +=  
Integrarea ecuaţiei lui Lagrange se reduce la integrarea unei ecuaţii 

liniare în modul următor. În (11) înlocuim y’=p şi obţinem: 
).()( ppxy ψϕ +=  Derivăm în raport cu x şi obţinem: 

')('')(')( ppppxpp ⋅+⋅+= ψϕϕ  
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sau: 
)())(')('(' ppppxp ϕψϕ −=+  

Dacă 
dx
dpppp =≠− ' ,0)(ϕ  obţinem ecuaţia liniară: 

            (12)          '( ) '( )
( ) ( )

dx p px
dp p p p p

ϕ ψ
ϕ ϕ

+ =
− −

 

Rezolvând ecuaţia liniară (12) obţinem soluţia ecuaţiei (11) sub formă 
parametrică: 

            (13)          
( , )
( ) ( , ) ( )

x f C p
y p f C pϕ ψ
=⎧

⎨ = +⎩ p
parametrul fiind p, iar C o constantă arbitrară. 

Dacă în (11) considerăm ( ') 'y yϕ =  obţinem ecuaţia 
            (14)         ' ( 'y xy y )ψ= +   
numită ecuaţia lui Clairaut. 

Notăm cu y'=p şi avem ).( pxpy ψ+=  Derivăm în raport cu x şi 
obţinem: ')('' ppxppp ⋅++= ψ  sau  .0))('(' =+ pxp ψ  Sunt două posibilităţi: 

1) p'= 0 deci p=C şi înlocuind în (14) obţinem: 
            (15)          )(CxCy ψ+⋅=  
care este o familie de drepte şi este soluţie generală a ecuaţiei Clairaut. 

2) ,0)(' =+ px ψ  
pe care dacă o înlocuim în (14) obţinem soluţia: 

            (16)         ].[p  ,
)()('

)('
a,b

pppy
px

∈
⎩
⎨
⎧

+−=
−=

ψψ
ψ

numită integrala singulară. 
Observaţie. Se poate arăta că integrala singulară este înfăşurătoarea 

familiei de curbe pe care o reprezintă soluţia generală. 
 
 

3. Ecuaţii diferenţiale de ordin superior. 
 

O ecuaţie diferenţială de forma: 
            (1)            0),...,''',,,( )( =nyyyyxF
este de ordin superior daca    ,2 ∈≥ nn N. 

Funcţia ),...,,,( 21 nCCCxy ϕ=  este soluţie generală a ecuaţiei (1). 
Problema Cauchy este problema determinării soluţiei ],[   ),( baxxy ∈= ϕ  
care îndeplineşte condiţiile iniţiale 
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            (2)      )1(
00

)1(
0000 )(,...,')(',)( −− === nn yxyyxyyxy

valorile  fiind date. )1(
000 ,...,', −nyyy

Ecuaţii diferenţiale integrabile prin cuadraturi 
 

Ecuaţia y(n)=0 are, ca soluţie generală, un polinom arbitrar de gradul 
n-1. 

Ecuaţia  se transformă prin substituţia y0),...,,,( )()1()( =+ nkk yyyxF (k)=u 
într-o ecuaţie diferenţială de ordinul . 0),...,'',',,(: )( =− −knuuuuxFkn

Ecuaţia omogenă în y, y ’,…,y0),...,',,( )( =nyyyxF (n), i se reduce 

ordinul cu o unitate prin schimbarea de funcţie u
y
y'
= . Într-adevăr 

 etc. )'(''''  ,' 2 uuyyuuyyyuy +=+==
 
Exemplu. Să se integreze ecuaţia diferenţială 
            0   ,)'2('' 22 ≠+= xxyyyyx

Cu  calculaţi mai sus ecuaţia devine: ''  şi  ' yy
                       2222 )2()'( xyuyuuyx +=+

sau  2

44'
x

u
x

u =−  care este o ecuaţie liniară în  cu soluţia: '  , uu

                      
x

xCu
5
44

1 −= .  

Înlocuind y
yu '

=  rezultă ecuaţia: 
x

xC
y
y

5
4' 4

1 −=  care este o ecuaţie cu 

variabile separate şi care are soluţia generală: .0,55
4

2

5

1
≠=

−
xexCy

xC
 

 
 

4. Ecuaţii diferenţiale de ordinul n, liniare. 
Dependenţa liniară. Wronskian. Soluţia generală 

a unei ecuaţii diferenţiale liniare. 
 

O ecuaţie diferenţială de forma: 
            (1)          )()(')(...)()( 1

)1(
1

)(
0 xfyxayxayxayxa nn

nn =++++ −
−

se numeşte ecuaţie diferenţială de ordinul n, liniară şi neomogenă; o ecuaţie 
diferenţială de forma: 
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            (2)           0)(')(...)()( 1
)1(

1
)(

0 =++++ −
− yxayxayxayxa nn

nn

se numeşte ecuaţie diferenţială de ordinul n, liniară şi omogenă. Dacă  
y1, y2, …,yn sunt soluţii ale ecuaţiei (2) atunci şi 
            (3)            nn yCyCyCy +++= ...2211  
unde C1, C2, …,Cn sunt constante arbitrare, este de asemenea soluţie a 
ecuaţiei (2). 

Definiţie. Fie y1(x), y2(x),…,yn(x) n funcţii pe un interval [a,b]. Se 
spune că aceste funcţii sunt liniar independente pe [a,b] dacă nu există n 
numere nλλλ  ,..., , 21 nu toate nule, astfel încât să avem 

0)(...)()( 2211 =+++ xyxyxy nnλλλ  pentru orice ],[ bax∈ . 
 

Exemplu. Funcţiile 1, x, ex sunt liniar independente pe R deoarece 
condiţia  pentru orice 0321 =++ xex λλλ R∈x  implică .0321 === λλλ  

 
Fie y1(x), y2(x),…,yn(x), n funcţii derivabile continue, până la ordinul 

n-1 inclusiv, pe intervalul [a,b]; determinatul următor 

            (4)      
)1()1(

2
)1(

1

21

21

21

...

'...''

...

),...,,(

−−−

=

n
n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW  

se numeşte wronskianul funcţiilor y1, y2,…,yn.  
Dacă funcţiile y1(x), y2(x),…,yn(x), derivabile continue până la ordinul 

n-1 inclusiv pe [a,b], sunt liniar dependente pe [a,b], atunci wronskianul lor 
este nul în orice punct  din [a,b]. 

Are loc: 
 
Teorema. Dacă y1, y2,…,yn  sunt liniar independente pe [a,b] şi dacă 

wronskianul: W(y1, y2,…,yn, y)=0 pentru orice ],[ bax∈ , atunci y este o 
combinaţie liniară de funcţiile    y1, y2,…,yn adică:      

 
(5)          y=C1y1+C2y2+…+Cnyn

 
unde C1, C2,…,Cn sunt constante. 

Să considerăm ecuaţia diferenţială de ordinul n, omogenă 
           

  (6)          0)(...)( 1
)1(

1
)( =+++ −

− yxayxay n
nn

cu a1(x), a2(x),…,an(x) funcţii continue pe [a,b]. 
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Fie y1, y2,…,yn, n soluţii ale ecuaţiei date, definite pe [a,b], atunci orice 
soluţie a ecuaţiei (6) pe [a,b] este de forma.       
 

  (7)          y=C1y1+C2y2+…+Cnyn, ],[ bax∈ , 
unde C1, C2,…, Cn sunt constante. Funcţia y din (7) se numeşte soluţie 
generală a ecuaţiei (6) pe [a,b]. 

Un sistem de soluţii y1, y2,…,yn ale ecuaţiei (6), definit pe [a,b] cu  

W(y1, y2,…,yn )≠0 pe [a,b] se numeşte sistem fundamental de soluţii al 
ecuaţiei (6). 

Astfel, dacă y1, y2,…,yn, formează un sistem fundamental de soluţii pe 
[a,b], atunci y=C1y1+C2y2+…+Cnyn, ],[ bax∈ , se numeşte soluţie generală a 
ecuaţiei (6) pe [a,b]. 

Dacă y1, y2,…,yn formează un sistem fundamental pe [a,b] atunci ele 
sunt liniar independente pe [a,b] şi reciproc. Fie ecuaţia diferenţială liniară 
de ordinul n, omogenă: 
            (8)          .0)(')(...)( 1

)1(
1

)(
0 =++++ −

− yxayxayxaya nn
nn

Dacă cunoaştem o soluţie particulară y1 a ecuaţiei date, prin 
schimbarea de variabilă y=y1·z, îi putem micşora ordinul cu o unitate. 
Obţinem succesiv:  

 
....',...,''''2'''','''  , )(

1
)1(

1
1)(

1
)(

111111
nn

n
n

n
nn zyCzyCzyyzyzyzyyzyzyyzyy +++=++=+== −

 
Înlocuind în (8) avem: 

.0)(...])('...)(['])(...)()([ 10
)()1(

10111
)1(

1
)(

10 =++++++++ −− yxazyxaCyxazyxayxayxaz nn
nn

nn

 
Coeficientul lui z este nul pentru că y1 este soluţie a ecuaţiei date. Cu o 

nouă schimbare de variabilă z'=u, obţinem o ecuaţie diferenţială liniară şi 
omogenă de ordinul n-1: 

.0)(...)()( 1
)2(

1
)1(

0 =+++ −
−− uxAuxAuxA n

nn  
 

5. Ecuaţii diferenţiale de ordinul n, liniare şi neomogene. 
Soluţia generală. Metoda variaţiei constantelor pentru 

determinarea unei soluţii particulare a ecuaţiei 
neomogene. Exemplu. 

Fie ecuaţia diferenţială de ordinul n, liniară şi neomogenă: 
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            (1)    )()(')(...)()()( 1
)1(

1
)(

0 xfyxayxayxayxayL nn
nn

n =++++= −
−

cu coeficienţii  continuie, iar  [a,b]. 
Soluţia generală a ecuaţiei (1) se obţine adăugând la soluţia generală a 
ecuaţiei omogene: 

)(  şi  , ... ,1 ,0  ),( xfnkxak = 0)(0 ≠xa

             
  (2)    0)(')(...)()()( 1

)1(
1

)(
0 =++++= −

− yxayxayxayxayL nn
nn

n

o soluţie particulară (oarecare) a ecuaţiei neomogene (1). 
Într-adevăr, fie yp(x) o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene pe 

[a,b]. Facem schimbarea y(x)=yp+z.  
Avem (Ln este liniar) );()()()( xfzLyLzyL npnpn =+=+  cum 

 rezultă L)()( xfyL pn = n(z)=0; prin urmare, dacă y1, y2,…,yn este un sistem 
fundamental de soluţii ale ecuaţiei omogene pe [a,b], rezultă că soluţia 
generală a ecuaţiei neomogene este: 
           

  (3)     ],[   ,...2211 baxyyCyCyCy pnn ∈++++=

Are loc următoarea teoremă: 
Teoremă. Fie ecuaţia (1) şi y1, y2,…,yn un sistem fundamental de 

soluţii pe [a,b] al ecuaţiei (2). O soluţie particulară yp(x) a ecuaţiei 
neomogene (1) pe [a,b] este dată de: 
            (4)    ∫ ∫∫ +++= dxxCydxxCydxxCyy nnp )('...)(')(' 2211  
unde C'1(x), C'2(x),…,C'n(x) este soluţia sistemului : 

            (5)  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+++

=+++

=+++
=+++

−−−

−−−

.
)(
)()('...)(')('

0)('...)(')('
...................................................................

0)(''...)('')(''
0)('...)(')('

0

)1(
2

)1(
21

)1(
1

)2(
2

)2(
21

)2(
1

2211

2211

xa
xfxCyxCyxCy

xCyxCyxCy

xCyxCyxCy
xCyxCyxCy

n
n

n
nn

n
n

n
nn

nn

nn

 

Dacă efectuăm cuadraturile : 
 

{ }nkxAdxxC kkk ,...,2,1     ),()(' ∈+=∫ ϕ  
 

şi le înlocuim în (4), obţinem soluţia generală a ecuaţiei neomogene: 
         
    (6)   ....... 22112211 nnnn yyyyAyAyAy ϕϕϕ +++++++=  
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Demonstraţie. Fie y1, y2,…,yn un sistem fundamental de soluţii ale 
ecuaţiei omogene (2). Soluţia generală a ecuaţiei omogene va fi aşadar: 
            (7)    ,...2211 nnH yCyCyCy +++=  
unde C1, C2, …,Cn sunt constante arbitrare. Dacă reuşim să arătăm că funcţia 

nnp yyyy ϕϕϕ +++= ...2211  cu kϕϕϕ  ,...,  , 21  determinate pe [a,b], după cum 
este precizat în enunţul teoremei, este o soluţie particulară a ecuaţiei 
neomogene, atunci, conform celor spuse la alineatul precedent, funcţia: 
           (8)        y=yH+yp
este soluţia generală a ecuaţiei neomogene pe [a,b]. Ne rămâne aşadar să 
verificăm că y0 este o soluţie a ecuaţiei neomogene. 

În acest scop să considerăm funcţia: 
            (9)      ],[  ,)(...)()( 2211 baxyxCyxCyxCy nn ∈+++=  
care se obţine din soluţia generală a ecuaţiei omogene înlocuind constantele 
C1, C2,…,Cn, cu funcţiile necunoscute C1(x),C2(x),…,Cn(x) şi să arătăm că 
funcţia y dată de (9) cu C'1(x), C'2(x),…,C'n(x) verificând sistemul (5). Dacă 
derivăm pe y din (9) obţinem: 

.22112211 '....'''...''' nnnn yCyCyCyCyCyCy +++++++=  
însă, conform primei ecuaţii din (5) anume 0'....'' .2211 =+++ nn yCyCyC  
ne mai rămâne 
            (10)    .'...''' 2211 nn yCyCyCy +++=  

În continuare, dacă derivăm pe (10), obţinem: 
.22112211 ''....''''''...'''''' nnnn yCyCyCyCyCyCy +++++++=  

însă conform ecuaţiei a doua din (5), anume 
0''...)('')('' 2211 =+++ nn CyxCyxCy , ne mai rămâne: 

            (11)     nn yCyCyCy ''...'''''' 2211 +++=  . 

În mod asemănător obţinem: 

....
..............................................

...

)1()1(
22

)1(
1

)1(

)3()3(
22

3
11

)3(

−−−− +++=

+++=

n
nn

nn
n

n
n

nn

yCyCyCy

yCyCyCy

 

În ceea ce priveşte derivata de ordinul n, obţinută prin derivare din 
ultima relaţie, avem: 

)1()1(
22

)1(
11

)()(
22

)(
11

)( '...''... −−− +++++++= n
nn

nnn
nn

nnn yCyCyCyCyCyCy  
sau, ţinând seama de ultima relaţie din (5): 
            (12)             

)(
)(...

0

)()(
22

)(
11

)(

xa
xfyCyCyCy n

nn
nnn ++++=  . 
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Dacă înmulţim acum pe y dat de (9) cu an(x) pe y' dat de (10) cu an-

1(x) ş.a.m.d., pe y(n) dat de (12) cu a0(x), obţinem prin însumare: 
);(][...][][][ 2111 xfyLCyLCyLCyL nnnnnn ++++=  

însă Ln[yk]=0, k=1,2,…,n astfel încât ne mai rămâne Ln[y]=f(x); prin urmare 
y, date de (9) cu C1,C2,…,Cn, verificând sistemul (5), este soluţie a ecuaţiei 
(1). Să observăm că determinantul sistemului (5) este W(y1,y2,…,yn) ≠ 0 pe 
[a,b]. Fie C'1,C'2,…,C'n soluţia sistemului (5) cu 

.
)(
)(

),...,,(
......

'...''...''
......

)1()('
021

)1()1(
1

)1(
1

)1(
2

)1(
1

1121

1121

xa
xf

yyyW
yyyyy
yyyyy
yyyyy

xC
n

n
n

n
k

n
k

nn
nkk

nkk

kn
k ⋅⋅−=

−−
+

−
−

−−
+−

+−

+  

 
Prin n cuadraturi obţinem: 

},...,2,1{  ,)()(')( nkAxdxxCxC kkkk ∈+== ∫ ϕ  
unde A1,A2,…,An sunt constante arbitrare. 

Înlocuind pe Ck(x) în (9) obţinem: 
            (13)       nnnn yyyAyAyAyy ϕϕϕ +++++++= ...... 22112211  
care este soluţia generală a ecuaţiei neomogene. 

Funcţia nnp yyyy ϕϕϕ +++= ...2211 , este o soluţie a ecuaţiei liniare 
neomogene şi este prin urmare soluţia particulară căutată. Teorema este 
demonstrată 

Metoda folosită pentru a determina o soluţie particulară a ecuaţiei 
neomogene (1) se numeşte metoda variaţiei constantelor şi se datorează lui 
Lagrange. 

Exemplu. Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei: 
 Două soluţii ale ecuaţiei omogene sunt y.8'5''2 xyxyyx =+− 1=x2, y2=x4 cu 

W(y1,y2)=2x5≠0 pe R\{0}; soluţia generală a ecuaţiei este y=C1x2+C2x4.        
Determinăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene prin metoda variaţiei 
constantelor. Avem: 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

x
xCxC

xCxC
14'2'

0''

3
21

4
2

2
1

   cu soluţiile: 

,
2

1' 21 x
C −=  42 2

1'
x

C =  şi apoi ,
2
1*

11 x
CC +=  .

6
1

3
*
22 x

CC −=  

Soluţia generală a ecuaţiei este, aşadar: 
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,
3

4
2

2
1

xxCxCy ++=  ∈x R\{0}. 

(am renotat ). 2
*
21

*
1   , CCCC ==

 
 
 

6. Ecuaţii diferenţiale de ordinul n, liniare,
cu coeficienţi constanţi. 

 
O ecuaţie diferenţială liniară 

            (1)          0  ,0'... 01
)1(

1
)(

0 ≠=++++ −
− ayayayaya nn

nn

unde R, ∈ka ,,0 nk =  este o ecuaţie de ordinul n, cu coeficienţi constanţi, 
omogenă. Pentru această clasă putem determina totdeauna un sistem 
fundamental de soluţii. 
V(r1,r2,…,rn)≠0 dacă   ri≠rj,  i≠j  întrucât este determinatul lui Vandermonde. 

Soluţia generală a ecuaţiei (1) este: 
            (3)          R ∈+++= xeCeCeCy xr

n
xrxr n   ,...21

21

 
Exemplu. Să se găsească soluţia ecuaţiei: 
           y(3)+3y″-y-3y=0. Ecuaţia caracteristică r3+3r2-r-3=0 are 

rădăcinile r1=-1,r2=1,r=-3 deci soluţia generală este: y=C1e-x+C2ex+C3e-3x. 
Dacă căutăm soluţii de forma y=Aerx, a≠0, obţinem succesiv y'=Arerx, 
y''=Ar2erx,…, y(n)=Arnerx; dacă le înlocuim în (1) avem: 

;0)...( 1
1

10 =++++ −
−

nn
nnrx arararaAe  

deoarece A≠0, erx nu se anulează pentru ∈x R, va trebui să avem 
 
            (2)         a0rn+a1rn-1+…+an-1r+an=0. 

 
Prin urmare, numărul (real sau complex) r trebuie să fie rădăcină a 

ecuaţiei (2) care se numeşte ecuaţia caracteristică a ecuaţiei diferenţiale (1). 
Să observăm de la început că dacă ecuaţia caracteristică (2) are toate 

rădăcinile simple r1≠r2≠…≠rn, atunci soluţiile particulare 
formează un sistem fundamental de soluţii ale 

ecuaţiei (1). Într-adevăr, calculând wronskianul lui y

xr
n

xrxr neyeyey === ,...,, 21
21

1,y2,…,yn, obţinem:  
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),...,,(

...

...

...

),...,,( 21
)...(

11
2

1
1

2121
21

21

21

21

n
xrrr

xrn
n

xrnxrn

xr
n

xrxr

xrxrxr

n rrrVe

ererer

ererer

eee

yyyW n

n

n

n

⋅== +++

−−−

 
şi se observă că este diferit de zero pentru orice ∈x R ,deoarece 
exponenţiala nu se anulează pe R iar  V( 0),...,, 21 ≠nrrr  dacă jirr ji ≠≠ ,             
( este determinantul lui Vandermonde). ),...,,( 21 nrrrV
      Soluţia generală a ecuaţiei (1) este: 
      (3) . xr

n
xrxr neCeCeCy +++= ...21

21

      Dacă ecuaţia caracteristică (1) are rădăcinile complexe simple 

mn
iririr
iririr

mmm

mmm 2  ,
  ,...,  ,
  ,...,  ,

222111

222111 =
−=+=−=
+=+=+=
βαβαβα
βαβαβα  

atunci funcţiile 
},...,2,1{   ,sin   ,cos * mkxeyxey k

x
kk

x
k

kk ∈== ββ αα  
formează un sistem fundamental de soluţii ale ecuaţiei (1). 

În acest caz, soluţia generală a ecuaţiei (1) este: 

            (4)           ∑
=

+=
m

k
kkkk

x xCxCey k

1

* )sincos( ββα

Observaţie. Dacă ecuaţia caracteristică are rădăcini reale şi complexe, 
atunci soluţia generală a ecuaţiei (1) este formată dintr-o combinaţie de tipul 
(3) şi (4). 

Să considerăm cazul când ecuaţia (1) are rădăcini multiple. Dacă r=a 
este o rădăcină reală multipla de ordinul p, atunci 
            (5)    y=eax(C1+C2x+…+Cpxp-1) 
este o soluţie a ecuaţiei (1). Dacă r=α+iβ ∈C este multiplă de ordinul p, 
atunci: 
            (6)  [ ]xxCxCCxxCxCCey p

p
p

p
x ββα sin)...(cos)...( 1**

2
*
1

1
21

−− +++++++=  
este o soluţie a ecuaţiei (1). 
 

7. Ecuaţii neomogene. Determinarea soluţiei particulare. 
 

Să considerăm ecuaţia neomogenă 
            (1)        a0y(n)+a1y(n-1)+…+an-1y’+any=f(x). 

Soluţia generală a ecuaţiei este: 
            (2)              ph yyy +=
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unde  este soluţiei omogene ataşate ecuaţiei (1) iar yhy p este o soluţie 
particulară a ecuaţiei neomogene. 

Pentru determinarea lui yp putem folosi metoda variaţiei constantelor, 
care ne permite, cunoscând soluţia generală a ecuaţiei omogene, să găsim o 
soluţie particulară a ecuaţiei neomogene prin n cuadraturi. 

În aplicaţii sunt cazuri frecvente, când în funcţie de forma lui f(x), 
putem găsi prin identificare pe yp. Enumerăm mai jos aceste cazuri: 

a) Funcţia f(x) este un polinom Pm(x).  
Soluţia yp va fi tot un polinom, de acelaşi grad, Qm(x), daca r=0 nu 

este rădăcină a ecuaţiei caracteristice a0rn+…+an=0. Vom înlocui yp=Qm(x) 
în (1) şi prin identificare vom găsi soluţia particulară yp. Dacă r=0 este 
rădăcină a ecuaţiei caracteristice, multiplă de ordinul k (k∈N*), atunci vom 
alege yp=xk·Qm(x) şi prin înlocuire în (1) şi identificare vom găsi yp. 

b) Funcţia f(x) este un “polinom” de forma de forma eαxPm(x), (Pm(x) 
polinom de grad m). Dacă r=α nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice, 
atunci alegem yp=eαxQm(x) şi prin identificare, vom afla pe yp. Dacă r=α este 
rădăcină multiplă de ordinul k (k∈N*) a ecuaţiei caracteristice atunci o 
soluţie particulară a ecuaţiei (1) o vom căuta sub forma yp=xkeexQm(x) şi vom 
proceda apoi ca înainte. 

c) Dacă f(x) este de forma xxQxxP mm αα sin)(cos)(
21

+ atunci dacă 
αi±  nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice atunci vom alege 

 unde m=max(m,sin)(cos)( ** xxQxxPy mmp αα += 1,m2) iar  şi  
sunt polinoame arbitrare care se determină apoi prin identificare. Dacă 

)(* xPm )(* xQm

αi± este rădăcină multiplă de ordinul k atunci vom alege 
 ].sin)(cos)([ ** xxQxxPxy mm

k
p αα +=

d) Funcţia f(x) are forma . Soluţia 
particulară y

]sin)(cos)([
21

xxQxxPe mm
x ββα +

p va avea expresia: 
]sin)(cos)([ ** xxQxxPey mm

x
p ββα +=  

(m=max(m1,m2)) dacă βα i±  nu sunt rădăcini ale ecuaţiei caracteristice sau 
va avea expresia: 

]sin)(cos)([ ** xxQxxPexy mm
xk

p ββα +=  
dacă βα i±  sunt rădăcini multiple de ordinul k, ale ecuaţiei caracteristice. 
Polinoamele  şi  vor fi determinate prin identificare. )(* xPm )(* xQm

Exemplu. Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei: 
.40cos4'8''52 )3()4( xexyyyyy −+=++++  
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Ecuaţia caracteristică r4+2r3+5r2+8r+4=0 se scrie (r+1)2(r2+4)=0 cu 
rădăcina dublă r1=-1 şi rădăcinile simple r2=2i, r3=-2i. Soluţia generală a 
ecuaţiei omogene este: R.  ∈+++= − xxCxCexCCy x

h   ,2cos2sin)( 4321

O soluţie particulară a ecuaţiei neomogene o căutăm de forma 
 Înlocuind-o în ecuaţie şi identificând obţinem .sincos2 xCxBeAxy x

p ++= −

6
1  ,0  ,4 === CBA  deci soluţia generală a ecuaţiei date este: 

∈+++++= −− xexxxCxCexCCy xx   ,4sin
6
12cos2sin)( 2

4321 R. 

 
 

8. Ecuaţia lui Euler. Exemplu. 
 

O ecuaţie diferenţială liniară de ordinul n de forma: 
            (1)            )('... 1

)1()1(
1

)(
0 xfyaxyayxayxa nn

nnnn =++++ −
−−

cu a0, a1,…, an constante reale, iar f(x) continuă pe un interval [a,b] se 
numeşte ecuaţia lui Euler. 

Teoremă. O ecuaţie diferenţială Euler (1), se transformă prin 
substituţia |x|=et în ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi. 

Demonstraţie. Pentru x>0, punem x=et şi avem: 

dt
dye

dx
dt

dt
dy

dx
dy t ⋅=⋅= −      sau      ,

dt
dy

dx
dyx =  

,2

2
2

2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −−−

dt
dy

dt
yde

dt
dye

dt
de

dx
dy

dx
d

dx
yd ttt  deci ,2

2

2

2
2

dt
dy

dt
yd

dx
ydx −=   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −−

dt
dy

dt
yde

dt
de

dx
yd

dx
d

dx
yd tt

2

2
2

2

2

3

3

 sau .23 2

2

3

3

3

3
3

dt
dy

dt
yd

dt
yd

dx
ydx +−=  

Se observă că toate produsele k

k
k

dx
ydx ⋅  se exprimă liniar cu ajutorul 

derivatelor },...,2,1{},,...,2,1{  , nkkp
dt

yd
p

p

∈∈  înmulţite cu factori numerici, 

deci dacă îi înlocuim în ecuaţia (1), ea se va transforma într-o ecuaţie cu 
coeficienţi constanţi : 

            (2)         )(... 11

1

10
t

nnn

n

n

n

efyb
dt
dyb

dt
ydb

dt
ydb =++++ −−

−

         

  unde      b0, b1,…,bn sunt constante reale. 
 
Ecuaţia omogenă 
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            (3)         0... 11

1

0 =++++ −−

−

yb
dt
dyb

dt
ydb

dt
ydb nnn

n

n

n

 

admite soluţii de forma unde r,trke k este o rădăcină a ecuaţiei caracteristice. 

Revenind la ecuaţia (1) şi observând că kkk
rrttr xee == )(  deducem că 

ecuaţia Euler, omogenă, admite soluţii de forma |x|r. Acest rezultat 
simplifică mult determinarea soluţiei generale a unei ecuaţii Euler. 

Fie ecuaţia Euler, omogenă 
            (4)         . 0'... 1

)1(1
1

)(
0 =++++ −

−− yaxyayxayxa nn
nnnn

Vom căuta soluţii de forma ,rxAy ⋅=  A este constantă; avem, 

succesiv, ,)1)...(1(,...,)1('',' )(21 nrnrr xnrrAryxrAryxAry −−− +−−=−==  
derivate pe care dacă le înlocuim în (1), şi observăm că se dă factor comun 
A|x|r, obţinem 0)( =⋅ rKxA n

r  unde Kn(r) este ecuaţia caracteristică a 
ecuaţiEuler:                                                                                                                                 
(5)                                                                    

0...)2)...(1()1)...(1()( 110 =++++−−++−−≡ − nnn aranrrranrrrarK  
Fie r1,r2,…,rn rădăcinile ecuaţiei caracteristice. După natura lor şi 

ordinul lor de multiplicitate, determinăm, la fel ca şi la ecuaţii diferenţiale 
liniare cu coeficienţi constanţi, sistemul fundamental de soluţii al ecuaţiei 
Euler considerate. 

Exemplu. x2y″+2xy’+y=0. Ecuaţia caracteristică  

 r(r-1)+3r+1=r2+r+1=0 are rădăcinile complexe .
2
3

2
1

2,1 ir ±−=  Ecuaţia 

diferenţială va avea soluţiile particulare ,ln
2
3cos1

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= x

x
y  

,ln
2
3sin1

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= x

x
y  x≠0 şi deci soluţia generală: 

0   ,ln
2
3sinln

2
3cos1

21 ≠
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= xxCxC

x
u . 

 
Observaţie. Pentru determinarea unei soluţii particulare a unei ecuaţii 

Euler, neomogene, se foloseşte metoda variaţiei constantelor sau 
determinarea lui yp după forma membrului drept al ecuaţiei. 
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9. Sisteme de ecuaţii diferenţiale. Exemplu. 

 
Definiţia 1. Relaţiile 

            (1)         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

0),...,',;,...,',;,...,',;(

0),...,',;,...,',;,...,',;(

0),...,',;,...,',;,...,',;(

)()()(
3

)()()(
2

)()()(
1

pnm

pnm

pnm

zzzyyyxxxtF

zzzyyyxxxtF

zzzyyyxxxtF

unde funcţiile F1,F2,F3 sunt definite pe [a,b]×X×Y×Z cu X R⊂ m+1, Y R⊂ n+1, 
Z R⊂ p+1 formează un sistem de trei ecuaţii diferenţiale cu trei funcţii 
necunoscute x,y,z, dacă se cere să se determine funcţiile x(t), y(t), z(t), 
derivabile respectiv până la ordinul m,n,p pentru ],[ bat∈ , funcţii care 
împreună cu derivatele lor verifică (1) pentru orice ],[ bat∈ . 

 
Definiţia 2. Un sistem de trei funcţii reale x(t), y(t), z(t) care verifică 

condiţiile de mai sus se numeşte o soluţie a sistemului (1). 
Observaţii. 
1) Dacă m=n=p=1, sistemul (1) se numeşte sistem de ordinul întâi; 

dacă cel puţin unul dintre numerele m,n,p este mai mare decât unu, sistemul 
(1) se numeşte sistem de ordin superior. 

2) Un sistem rezolvat în raport cu derivatele de ordinul cel mai înalt se 
numeşte sistem canonic (sau explicit). Dacă sistemul (1) poate fi rezolvat în 
raport cu derivatele x(m),y(n),z(p), adică: 

            (2)         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

−−−

−−−

−−−

),...,',;,...,',;,...,',;(
),...,',;,...,',;,...,',;(
),...,',;,...,',;,...,',;(

)1()1()1()(

)1()1()1()(

)1()1()1()(

pnmp

pnmn

pnmm

zzzyyyxxxthz
zzzyyyxxxtgy
zzzyyyxxxtfx

se obţine sistemul canonic respectiv. 
Definiţia 3. Un sistem de n ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, cu n 

necunoscute, este de forma: 

            (3)         

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

),...,,,(

....................................

),...,,,(

),...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyytf
dt

dy

yyytf
dt

dy

yyytf
dt
dy
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şi se numeşte sistem sub forma normală a lui Cauchy. 
Un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin superior este echivalent cu 

un sistem de ordinul întâi. 
Aceasta se observă uşor din (2) dacă introducem funcţiile 

necunoscute: 

1
2

3
2

2
1

1 ,...,,, −
− ==== m

m x
dt

dx
x

dt
dxx

dt
dxx

dt
dx

 

şi la fel în y şi z obţinem: 

),...,,  ;,...,,  ;,...,,,( 111111
1

−−−
− = pnm

n zzzyyyxxxtf
dt

dx
 

şi la fel în y şi z. 
Un sistem de n ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi este, în general, 

echivalent cu o singură ecuaţie diferenţială de ordinul n. 
Observaţie. Un sistem de ordin superior este echivalent cu un sistem 

de ordinul întâi, iar rezolvarea acestuia se reduce în general la rezolvarea 
unei ecuaţii diferenţiale de   ordinul n. 

 
Exemplul 1. Să se rezolve sistemul: 

            ∈

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=
t

xy
dt
dy

xy
dt
dx

   ,
42

R 

Din prima ecuaţie avem ;
dt
dxxy +=  derivând, se obţine 2

2

dt
xd

dt
dx

dt
dy

+=  

şi înlocuind în cea de-a doua ecuaţie a sistemului rezultă 

x
dt
dxx

dt
xd

dt
dx 422

2

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+  sau 062

2

=−− x
dt
dx

dt
xd

. 

Aceasta este o ecuaţie de ordinul doi cu coeficienţi constanţi. Ecuaţia 
caracteristică corespunzătoare r2-r-6=0 are rădăcinile r1=3; r2=-2. 

Soluţia generală a ecuaţiei este 
,,2

2
3

1
tt eCeCx −+=  

     şi 
tt eCeCy 2

2
3

14 −−=  
 
Soluţia generală a sistemului dat este: 

          R ∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=
−

−

t
eCeCy

eCeCx
tt

tt

  ,
4 2

2
3

1

2
2

3
1
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şi reprezintă o familie de curbe, ce depinde de două constante arbitrare reale. 
Pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii diferenţiale, din punct de 

vedere practic este mai indicată metoda eliminării, care conduce la o ecuaţie 
diferenţială de ordinul n cu coeficienţi constanţi. 

Dacă sistemul de ecuaţii este neomogen, aceeaşi metodă este 
preferabilă. 

Exemplul 2. Să se rezolve sistemul: 

             R ∈
⎩
⎨
⎧

=−
=−

t
tyx

txy
    ,

sin4'
'

Din prima ecuaţie, x=y'-t şi x'=y″-1. Înlocuind în a doua ecuaţie 
obţinem: 
            (4)    y″-4y=1+sint 

Soluţia ecuaţiei este y=yh+yp, unde yh este soluţia ecuaţiei y″-4y=0. 
Ecuaţia caracteristică este r2-4=0 cu r1=2, r2=-2; deci  y;2

2
2

1
tt

H eCeCy −+= p 
îl alegem de forma yp=A+Bsint+Ccost. Prin înlocuirea lui yp în (4) şi 

identificând obţinem: typ sin
5
1

4
1
−−= . Deci : 

                    teCeCy tt sin
5
1

4
12

2
2

1 −−+= −
 

 
şi din egalitatea x=y'-t obţinem: 

                    tteCeCx tt −−−= − cos
5
122 2

2
2

1    

Soluţia generală a sistemului dat este deci: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−+=

−−−=

−

−

teCeCy

tteCeCx

tt

tt

sin
5
1

4
1

cos
5
122

2
2

2
1

2
2

2
1

 

 
 
 
 

10. Sisteme simetrice. Definiţie. Integrale prime. 
Combinaţii integrabile. Exemple. 

 
 

Definiţia 1. Un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi se 
numeşte sistem simetric, dacă are forma 
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            (1)        
),...,,(

...
),...,,(),...,,( 21212

2

211

1

nn

n

nn xxxP
dx

xxxP
dx

xxxP
dx

===  

unde funcţiile  nu se anulează simultan pentru 
R

),...,,( 21 nk xxxP
⊂∈Dxxx n ),...,,( 21

n. 
Soluţia generală a sistemului (1) este de forma: 

            (2)       

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

−− 1211

2212

1211

),...,,(
..................................

),...,,(
),...,,(

nnn

n

n

CxxxF

CxxxF
CxxxF

unde F1,F2,…,Fn-1 sunt continue cu derivatele parţiale de ordinul întâi 
continue în ⊂D Rn. Orice relaţie Fk(x1,…,xn)=Ck, 1,1 −= nk  se numeşte 
integrală primă. Din cele de mai sus, rezultă că dacă se cunosc n-1 integrale 
prime ale sistemului (1), se cunoaşte soluţia generală a sistemului (1). 

Din (1) avem egalitatea: 

            (3)         
nn

nn

n

n

PPP
dxdxdx

P
dx

P
dx

P
dx

λλλ
λλλ

+++
+++

====
...
...

...
2211

2211

2

2

1

1  

unde ),...,( 1 nk xxλ sunt funcţii arbitrare continue în D. 
Definiţia 2. Un sistem de n  funcţii ),...,,(),...,,...,,( 21211 nnn xxxxxx λλ  

continue pe în D care îndeplinesc condiţiile 

0...
,...

2211

2211

=+++
Φ=+++

nn

nn

PPP
ddxdxdx

λλλ
λλλ

 

pentru orice Dxxx n ∈),...,,( 21 , se numeşte o combinaţie integrabilă a 
sistemului (1) în D. 

Funcţia Cxxx n =Φ ),...,,( 21  a cărei diferenţială totală în D este 
nndxdxdx λλλ +++ ...2211  este o integrală primă a sistemului (1). Dacă se 

determină n-1 combinaţii integrabile distincte, se obţin n-1 integrale prime, 
care dau soluţia generală a sistemului (1) sub    forma (2). 

Exemplu. Folosind metoda combinaţiile integrabile, să se determine 
soluţia sistemului 

12

3

31

2

23

1

xx
dx

xx
dx

xx
dx

−
=

−
=

−
 . determine soluţia sistemului 

 

Sistemul dat poate fi scris sub forma: 

00
332211321

12

3

31

2

23

1 dxxdxxdxxdxdxdx
xx

dx
xx

dx
xx

dx ++
=

++
=

−
=

−
=

−
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De aici rezultă că d(x1+x2+x3) = 0 şi x1dx1+ x2dx2 + x3dx3= 0. Soluţia 

generală va fi formată din două integrale prime: x1+x2+x3 = C1 şi 

 .Cxxx 2
2
3

2
2

2
1 =++

 
 

11. Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întâi 
liniare şi omogene. Sistem caracteristic. 

Soluţie generală. Exemplu. 
 

Definiţia 1. O relaţie de forma 

0),...,,(...),...,,(),...,,( 21
2

212
1

211 =
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

n
nnnn x

uxxxP
x
uxxxP

x
uxxxP              (1)    

cu nkxxxP nk ,1  ),,...,,( 21 =  continue şi neanulându-se simultan într-un 
domeniu ⊂D Rn, se numeşte ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul întâi, 
liniară şi omogenă, dacă se cere să se determine funcţia u=f(x1,x2,…,xn) 
având derivatele parţiale de ordinul întâi continue, care verifică (1). 

Definiţia 2. Sistemul simetric 

),...,,(
...

),...,,(),...,,( 21212

2

211

1

nn

n

nn xxxP
dx

xxxP
dx

xxxP
dx

===              (2)       

definit în D se numeşte sistem caracteristic al ecuaţiei cu derivate parţiale 
(1). 

Problema integrării ecuaţiei diferenţiale (1) se reduce la problema 
integrării sistemului caracteristic (2), aşa după cum reiese din următoarea: 

Teoremă. Fie Cxxx n =),...,,( 21ϕ  o integrală primă a sistemului 
caracteristic (2); funcţia ),...,,( 21 nxxxu ϕ=  este o soluţie a ecuaţiei cu derivate 
parţiale (1). 

Demonstraţie. Integrala primă Cxxx n =),...,,( 21ϕ  are diferenţiala nulă 
de-a lungul unei curbe integrale a sistemului (2): 

            (3)          0...2
2

1
1

=
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

n
n

dx
x

dx
x

dx
x

ϕϕϕ  

Însă de-a lungul unei curbe integrale diferenţialele dx1,dx2,…,dxn, sunt 
proporţionale cu P1,P2,…,Pn, conform relaţiilor (2) deci egalitatea (3) mai 
poate fi scrisă şi sub forma: 

            (4)         0...2
2

1
1

=
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

n
n

P
x

P
x

P
x

ϕϕϕ  
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valabilă pentru orice  situat pe o curbă integrală a sistemului (2). 
Egalitatea (4) fiind adevărată pentru orice constantă C, este adevărată pentru 
orice curbă integrală a sistemului (2) situată în D; prin urmare 

),...,,( 21 nxxx

),...,,( 21 nxxxu ϕ=  este o soluţie a ecuaţiei (1) în D. Teorema este demonstrată. 
Are loc urmatoarea: 

 
Teoremă. Fie ecuaţia cu derivate parţiale (1). Fie n-1 integrale prime 

(independente) ale sistemului caracteristic (2), 1,1,),...,,( 21 −== nkCxxx knkϕ . 
Funcţia dată de:                              ),...,,( 21 nxxxu

[ ]),...,,(),...,,...,,(),,...,,(),...,,( 21121221121 nnnnn xxxxxxxxxxxxu −Φ= ϕϕϕ  
este o soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale (1). 

 
Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei 

            022 =
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

z
uy

y
uxy

x
ux  . 

Sistemul caracteristic corespunzător este 
      22 y

dz
xy

dy
x
dx

=
−

=  . 

Din 
xy

dy
x
dx

−
=2  rezultă integrala primă xy= 1C ,iar din egalitatea 

2y
dz

xy
dy

=
−

 obţinem ţinând seama de prima integrală y3+3xyz=C2. Astfel 

sistemul caracteristic are integralele prime 

                    . 
⎩
⎨
⎧

=+

=

2
3

1

3 Cxyzy

Cxy

Soluţia generală a ecuaţiei este 
)3,( 3 xyzyxyu += ϕ , unde ϕ  este o funcţie arbitrară derivabilă. 

 
 

12. Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întâi 
cvasiliniare. Exemplu. 

 
O ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale de ordinul întâi cvasiliniare 

este de forma: 

 (1) ),,...,,(),,...,,(...),,...,,(),,...,,( 21121
2

212
1

211 uxxxP
x
uuxxxP

x
uuxxxP

x
uuxxxP nn

n
nnnn +=

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂
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Pentru determinarea soluţiilor unei ecuaţii cu derivate parţiale 
cvasiliniare (1) se procedează astfel: 

a) Se scrie sistemul caracteristic corespunzător ecuaţiei (1), adică: 

            (2)       
12

2

1

1 ...
+

====
nn

n

P
du

P
dx

P
dx

P
dx

 

b) Folosind metoda combinaţiilor integrale se determină n integrale 
prime: 

            (3)          nkCxxxuF knk ,1  ,),...,,,( 21 ==  
c) Soluţia generală a ecuaţiei cvasiliniare (1) este dată sub forma 

implicită de relaţia: 
            (4)           0),...,,( 21 =Φ nFFF  

Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei cu derivate 
parţiale 

222 yxuu
y
uy

x
ux ++−=

∂
∂

+
∂
∂  

Ataşăm sistemul caracteristic: 

222 yxuu
du

y
dy

x
dx

++−
==  

Avem: 

222222222 yxuu
du

yxuuuyx
uduydyxdx

++−
=

++−++

++  

sau 
 

( ) 222222222 yxuu
du

uyxuuyx
uduydyxdx

++−
=

−++++

++  

de unde 
du

uyx
uduydyxdx

−=
++

++
222

 

Avem astfel o  integrală primă: 1
222 Cuuyx =+++  . 

Din egalitate primelor două rapoarte ale sistemului caracteristic, avem 
şi a doua integrală primă: .2C

y
x
=  Soluţia generală este: 

0, 222 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++Φ uuyx

y
x  sau ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+++

y
xfuuyx 222 . 

 
 

13. Probleme propuse. 
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1. Să de integreze ecuaţia diferenţială de ordinul întâi liniară: 

00
cos

1
==− ), y(

 x
y tgxy'  

2. Să se integreze ecuaţia diferenţială omogenă generalizată: 

    0737373   y-x- )y' y-x-( =+ . 
3. Să se integreze ec

 

          4. Să

uaţia diferenţială a lui Bernoulli: 

 se integreze ecuaţia diferenţială a lui Riccati: 

.),   y(xy-y
x

y'- 1121 2 ==

                   
x

y a
x

y
x

yya p ==+++′ ,0) 2
2 ( ).0>a  24

         .
cos

1,
cos

sin2sin) 2
2

x
y

x
xxyyb p ==+′  

e integreze ecuaţia diferenţială  lui Clairaut şi Lagrange: 5. Să s  a

         ;)
y

yxya
′

+′=  1

′′+=  . 

6. Să se integreze ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin superior cu 

coeficien ţi omogene: 

         

35

4

)3(

)3(

=+

=−

=−+−

=−+

         b + 2)1() yxyy

ţi constan

;04''5
;00'200''

)4( =+−

===−

yyb)  y
)(,  y) ,  y(ya)  y

.04
;0

;0'3''3
;06'11''6

)()(

)(

yf)  y
ye)  y

yyyd)  y
yyy-c)  y

 

       7. Să se integreze ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin superior cu 

coeficienţi constanţi neomogene: 
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.'

;21066'5''
)3()4(

2

xeyyyb) y
xxyya) y

=+−−

+−=+−

                   . 2)4( 2cos53) xxeyyc x +−=−

8. Să se integreze ecuaţia de tip Euler: . xyxy'y''x =+− 222

9.Folosind metoda variaţiei constantelor,să se integreze ecuaţia: 

        
x

yy
cos

1
=−′′  . 

10.Să se rezolve sistemele de ecuaţii diferenţiale:  
                           044 =++′ yxx
                 a)                                          ,   ).(),(,15)0(,3)0( tyytxxyx ====  
                           062 =++′ yxy

 
                              zyxx ++−=′
 
                 b)             ,    x(0)=0,y(0)=1,z(0)=1,zyxy +−=′ ).(),(),( tzztyytxx ===  
 

                zyxz −+=′

11.Folosind metoda combinaţiilor integrabile să se determine soluţia 
sistemelor simetrice: 

            )a ;
)()()( 213

3

132

2

321

1

xxx
dx

xxx
dx

xxx
dx

−
=

−
=

−
 

 

            )b
2

3
2

2
2

13

3

2

2

1

1

xxxx

dx
x

dx
x

dx

++−
==   ;  

 

            )c
31

3

21

2
2

3
2

2
2

1

1

22 xx
dx

xx
dx

xxx
dx

==
−−

 . 

 
         12.Să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale 
cvasiliniare: 

 

 .,22
1

222 xuyxu
y
uyu

x
uxu

y
=−−=

∂
∂

+
∂
∂

=
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CAPITOLUL II
 

  
FUNCŢII COMPLEXE 

 
 1. Corpul numerelor complexe. Construcţia şi reprezentarea 

numerelor complexe. 
  

 Imposibilitatea rezolvării unor ecuaţii algebrice în corpul numerelor 
reale R a condus pe algebriştii italieni în secolul XVI să introducă noi 
expresii de forma 1−+ ba ∈ba,, R, numite numere imaginare. Numerele 
"imaginare" apar pentru prima oară în lucrările lui Cardan (sec. XVI). 
Denumirea de numere imaginare a fost atribuită datorită faptului că în epoca 
respectivă nu s-a putut da o reprezentare intuitivă a acestor numere. În 1763, 
Euler întreprinde pentru prima oară un studiu sistematic al acestor numere 
introducând şi simbolul " i ". În 1797, Gauss dă interpretarea geometrică a 
numerelor complexe, ca puncte ale unui plan.  
 Fie R2 produsul cartezian al perechilor ordonate (x,y) de numere 
reale. Definim pe R2 operaţiile de adunare şi înmulţire prin :  
  (1) (x,y) + (x',y') = (x+x', y+y') ; 
  (2) (x,y)  (x',y') = (xx'- yy', xy'+x'y). 
 Prin definiţie, mulţimea numerelor complexe C este mulţimea R2 
dotată cu  operaţiile de adunare şi înmulţire (R2,+,.); mulţimea C înzestrată 
cu cele două operaţii are o structură de corp comutativ. Elementele corpului 
C se numesc numere complexe. Fie A mulţimea numerelor complexe de 
forma (x, 0), deci A={( ∈xx ),0, R}. A C şi A este un subcorp al lui C 
deoarece: 

⊂

 (x, 0) + (y, 0) = (x + y, 0) ∈ A, şi (x, 0)(y, 0) = (xy, 0) ∈ A  . 
 Să definim aplicaţia f : R A prin f(x) = (x, 0), x∈R. Această 
aplicaţie este o bijecţie şi conservă operaţiile de adunare şi înmulţire : 

→

   f(x+y) = f(x) + f(y) şi f(xy)=f(x)f(y) .  
 Rezultă că f este un izomorfism de corpuri de la R pe A. Acest lucru 
permite identificarea mulţimii A cu R. Astfel vom nota numărul complex 
(x,0) cu x deci (x, 0) = x. În particular, zeroul (0,0) şi unitatea (1,0) din 
corpul numerelor complexe se identifică cu numărul real 0 şi unitatea reală 
1. În consecinţă putem scrie (0,0) = 0 şi (1,0) = 1. 
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   Fie B = R C. Observăm că B se poate identifica cu 
punctele din R2 situate pe axa Oy. Observăm că : 

∈yy),.0{( ⊂}

   (0, y) + (0,y') = (0, y+y') ∈ B 
  şi  (0,y)  (0,y') = (-yy', 0) ∉ B. 
 Aceasta arată că B nu este un subcorp al corpului numerelor complexe 
C. În particular,  
   (0,1)  (0,1) = (-1,0) = -1 . 
 Vom nota i = (0,1) şi astfel i2 = -1, xi = (0, x), x R. Numărul complex 
i se mai numeşte şi unitate imaginară, iar numerele complexe de forma xi 
(x∈R), numere pur imaginare.  
 Dacă z = (x,y) este un număr complex oarecare, atunci : 
   z = (x,y) = (x,0) + (0,y) = x + iy,  
care reprezintă expresia algebrică a numerelor complexe. În această scriere, 
x = Re z şi y = Im z reprezintă respectiv partea reală şi partea imaginară a 
numărului complex z.  
 Prin modulul numărului complex z = x + iy se înţelege numărul 
nenegativ  definit prin relaţia : 

22 yxz +=  . 
 Prin conjugatul unui număr complex z = x + iy  se înţelege numărul  
z = x - iy. În afară de această reprezentare geometrică punctuală mai este 
cunoscută şi reprezentarea vectorială a numerelor complexe. Astfel, 
numărului complex z = x + iy, i se ataşează vectorul liber ale cărui 
componente pe axele de coordonate sunt x şi y . În acest fel se realizează o 
bijecţie între corpul C şi mulţimea vectorilor liberi. 
 
 Scrierea numerelor complexe sub formă trigonometrică. Operaţii cu 
numere complexe. 
 
 În calculul cu numere complexe este foarte utilă scrierea acestora sub 
formă trigonometrică. Numărul complex z = x + iy se poate scrie sub formă 
trigonometrică :  
 

 (1) z = )sin(cos θθρ i+   unde 
x
ytgz == θρ ,  ,  =x θρθρ sin,cos =y   .      

   Unghiul făcut de vectorul corespunzător lui z cu sensul pozitiv al 
axei Ox se numeşte  argument şi se notează : θ  =  zarg
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    y              M(x,y) 
    y                              z 

 
 

 ρ   
 

    θ  

   0     x x 
 

 Aceluiaşi număr complex  z, z≠ 0, îi corespund o infinitate de 
determinări ale argumentului, care diferă între ele printr-un multiplu de 2π. 
Vom numi determinare principală a argumentului lui z,  z≠ 0, notată arg z, 
acea determinare care verifică inegalităţile : 
   - π < arg z ≤ π. 
 Adunarea (respectiv scăderea) numerelor complexe   şi 

se definesc prin : 
111 iyxz +=

222 iyxz +=
 (2) )()( 212121 yyixxzz ±+±=±  
 Aceste operaţii au ca semnificaţie geometrică adunarea respectiv 
scăderea vectorilor corespunzători : 
 
                                                                                                     y 
    y 
 
         2z
  1z 21 zz +  

1z  
     
                                                         0 2z
                                                                                                                                         x   
    0     x 
                     
                                                                           2z−  21 zz −  
 
 
 
 Se observă că 21 zz −   reprezintă distanţa dintre punctele şi  1z 2z

 Fie =1z )sin(cos 111 θθρ i+  şi =2z )sin(cos 222 θθρ i+ . Înmulţirea 
numerelor complexe  şi se defineşte astfel :  1z 2z
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  (3)  =21zz )]sin()[cos( 212121 θθθθρρ +++ i   . 
 Observăm că 2121 zzzz =   şi .argarg)arg( 2121 zzzz +=  
 Dacă C, =kz ∈ kz )sin(cos kkk i θθρ +   , ),...,2,1{ nk ∈   atunci : 
  (4)     =nzzz ...21 )]...sin()...[cos(... 212121 nnn i θθθθθθρρρ +++++++  . 
 Dacă = =nzzz === ...21 z )sin(cos θθρ i+   atunci : 
  (5) =  . nz )sin(cos θθρ ninn +
 Dacă luăm pe 1=ρ  se obţine formula lui Moivre : 
  (6) =+ ni )sin(cos θθ θθ nin sincos +  . 
 Împărţirea numerelor complexe ,   se efectuează după regula : 1z 2z

  (7) )]sin()[cos( 2121
2

1

2

1 θθθθ
ρ
ρ

−+−= i
z
z  . 

 Observăm că : 
2

1

2z
1z

z

z
=    şi    arg

2

1

z
z   = 21 argarg zz − . 

 Rădăcina de ordinul n se defineşte astfel : 
  (8) )sin(cos 22

n
k

n
knn iz πθπθρ ++ += , }.1,...,2,1,0{ −∈ nk  

 Din punct de vedere geometric, cele n rădăcini ale lui z sunt vârfurile 
unui poligon regulat cu n laturi înscris în cercul cu centrul în origine şi de 
rază n ρ . 
 O formă importantă de reprezentare a numerelor complexe se 
datorează lui Euler. Notând  ( formula lui Euler ), numărul 
complex z se poate scrie sub forma: 

θθθ iei =+ sincos
zzez i arg,, === θρρ θ  numită forma 

exponenţială a numerelor complexe. 
 

2. Elemente de topologie în corpul numerelor complexe.Proiecţia 
stereografică. 

 
 Fie C mulţimea numerelor complexe. Aplicaţia d : CXC R definită 
prin : 

→

  (1)  =),( 21 zzd 21 zz −  , ∈∀ 21, zz C  ,  
se numeşte metrică sau distanţă pe mulţimea C. 
 În continuare nu vom face deosebire între numărul complex z şi 
punctul M(z), imaginea lui geometrică din planul Gauss. 
 Definiţia 1 . Vom numi disc deschis cu centrul în punctul a∈C şi de 
rază r >0 mulţimea : 
  (2)       ∈=∆ zra {),( C, az − <r}  .  
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 Prin disc închis cu centrul în a∈C şi de rază r > 0 vom înţelege 
mulţimea : 
  (3) ∈=∆ zra {),(  C, az − ≤r} . 
 Definiţia 2.  Numim cerc cu centrul în a şi de rază r >0 mulţimea : 
  (4) S(a,r) = ∈z{  C, az − =r} . 
 Mai jos sunt reprezentate cele trei mulţimi: 
 
  
      y             y   
                     
 
      *   *   *          *      *       *z   
   * z   * a    *      *   *     a    *    
         *   *     *       *      *             
     *      r   *          *      r    * 
       *     * 
 
        
     0     x      0             x   
          ),( ra∆ ),( ra∆  
 
 
      y   
 
 
 
 
          *                  *z 
          
       *            a *  
    r 
   *      *   
 
      0       x  
    ),( raS
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 Mulţimea C pe care s-a definit metrica d este un spaţiu metric. Pe 
mulţimea C, relativ la distanţa d vom introduce topologia dτ , numită 
topologia asociată distanţei d. 
 Mulţimea de părţi dτ  a  spaţiului metric (C, d) definită prin : 

(5) }),(,0,);({ UrzrUzCUd ⊂∆>∃∈∀Ρ∈=τ  , 
unde (C) reprezintă mulţimea tuturor părţilor mulţimii C, este o topologie 
pe (C,d), numită topologia asociată distanţei d . 

Ρ

 
 
 
      y 
 
                                              
            ),( 0 rz∆          

                  0z
                   r 

          V  
      0                    x 
 

 
 

Definiţia 3. Submulţimea V se numeşte vecinătate a unui punct  
Cz ∈0 dacă există discul  ( figura de mai sus).` Vrz ⊂∆ ),( 0

  Dacă  este o vecinătate a lui CV ⊂ Cz ∈0 , atunci punctul   se numeşte 
punct interior lui V. Mulţimea punctelor interioare ale unei mulţimi V se 
numeşte interiorul lui V şi se notează cu  sau  . 

0z

0
V IntV

 Punctul  este un punct de acumulare pentru mulţimea V dacă orice 
disc  conţine un punct 

0z
),( 0 rz∆ 0zz ≠  astfel încât : ∅≠∆∩ }){\),(( 00 zrzV . 

Mulţimea punctelor de acumulare o vom nota cu V' şi o vom numi mulţimea 
derivată a lui V. 
 Dacă  şi există Vz ∈0 ),( 0 rz∆  astfel încât }{),( 00 zVrz =∩∆ , atunci 
punctul  este un punct izolat al mulţimi V.  0z

 Închiderea  mulţimi V reprezintă mulţimea . O mulţime V 
este deschisă dacă V=  . 

/
___

VVV ∪=
0

V
 Mulţimea V este închisă dacă . Se poate arăta că V este închisă 

. 

/VV ⊃
___

VV =⇔
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 Mulţimea  este o mulţime mărginită dacă există discul  
astfel încât . 

CV ⊂ ),0( r∆

),0( rV ∆⊂
 O mulţime mărginită şi închisă se numeşte compactă. 
 Un punct   se numeşte punct frontieră pentru mulţimea  
dacă orice vecinătate V a punctului  conţine puncte atât din mulţimea A 
cât şi din complementara sa C(A). Mulţimea punctelor frontieră a mulţimii 
A se notează Fr A şi se numeşte frontiera lui A. 

Cz ∈0 CA ⊂

0z

 Dacă cel puţin unul din numerele x =Re z , y =Im z este infinit, vom 
scrie   şi vom spune că reprezintă punctul de la infinit al planului 
complex. 

∞=z

 Definiţia 4. Numim vecinătate a punctului ∞=z   exteriorul unui cerc 
cu centrul în origine, adică mulţimea : 
  (6) },{ rzCzV >∈=∞ . 
 Pentru a obţine imaginea geometrică a punctului  al planului 
complex vom defini proiecţia stereografică, care stabileşte o corespondenţă 
biunivocă între punctele unei sfere şi punctele planului complex al lui Gauss. 
Această corespondenţă a fost indicată de B. Riemann. 

∞=z

 Să considerăm o sferă S de diametru 1 tangentă în punctul O la planul 
euclidian raportat la sistemul de axe rectangulare Oxy în care am reprezentat 
numerele complexe . Fie N punctul de pe sfera S diametral opus lui O. 
 Vom considera spaţiul euclidian tridimensional raportat la sistemul de 
axe rectangulare   unde   şi   coincid cu Ox respectiv cu Oy, iar axa 

  se suprapune peste diametrul ON, N (0,0,1). 
ξηςO ξO ηO

ςO

 Fie M un punct oarecare din planul Oxy de afix z = x + iy şi să notăm 
cu P = P( ςηξ ,, ) punctul diferit de N unde dreapta MN taie sfera S : 
             z  
 
 
            N  
     
 
             P*  
 
                 y                 
      O 
 
                              x              M 
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 În acest fel, fiecărui punct M din plan (sau fiecărui număr complex 
) îi va corespunde un punct unic P al sferei S, PCz ∈ ≠ N. Invers, dându-se 

un punct P, P∈S, P N, dreapta care trece prin N şi P va intersecta planul 
Oxy într-un punct unic M. 

≠

 Vom spune că punctul M este proiecţia stereografică (din N) al 
punctului P. Relaţiile dintre coordonatele punctului P( ςηξ ,, ) şi coordonatele 
punctului M(x, y) sunt : 

  (7)  22

22

2222 1
;

1
;

1 yx
yx

yx
y

yx
x

++
+

=
++

=
++

= ςηξ   . 

 Când ∞→z , atunci P N deci proiecţia stereografică a polului nord 
N este punctul de la infinit 

→

∞=z  al planului complex 0=ξ . Mulţimea 
numerelor complexe C împreună cu punctul ∞=z  reprezintă închiderea lui 
C , deci . }{

__
∞∪= CC

 Definiţia 5. Mulţimea E C este convexă, dacă pentru orice 
descompunere în două mulţimi disjuncte şi nevide A şi B cel puţin una din 
aceste mulţimi are un punct de acumulare în cealaltă mulţime, deci : 

⊂

     sau . ∅≠∩∅=∩=∪ /,, BABAEBA ∅≠∩ BA /

 Dacă o mulţime este deschisă şi convexă, vom spune că acea mulţime 
este un domeniu. 
 O mulţime deschisă este convexă dacă şi numai dacă oricare două 
puncte ale sale pot fi unite printr-o linie poligonală conţinută în acea 
mulţime.  
 Definiţia 6. Un domeniu  este simplu conex,dacă orice curbă 
simplă închisă , conţinută în D, delimitează un domeniu mărginit  având 
frontiera ,este inclus în D,adică 

CD ⊂
Γ ∆

Γ D⊂∆ : 
 
                y                                               
 
    D   
 
                                                                            Γ  
         ∆  
∆

      
     

                
                                 0           x     
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Un domeniu care nu este simplu conex vom spune că este multiplu conex. 
Prin introducerea unor tăieturi, adică noi frontiere, domeniul poate deveni 

simplu conex. Ordinul de conexiune se obţine adăugând o unitate la numărul 
minim de tăieturi pentru ca domeniul respectiv să devină simplu conex. 

Exemplu. Domeniul D din figura de mai jos este triplu conex :  
 
            
       D              ( ) 3C
     
              
                    ( )                  *   

2T

1B 1C 2B 2A
                  ( )          2C
          1T
         1A
 
 

 
 
             Prin tăieturile  şi  el devine un domeniu simplu conex 
având ca frontieră mulţimea :      

1T 2T

                         . ).()()()()()()( 22221111321

∩∩∩∩

∪∪∪∪∪∪=Γ ABBAABBACCC
  
 3. Şiruri şi serii de numere complexe.  
 
         A. Şiruri de numere complexe. 
  
 Definiţia1. Numim şir de numere complexe aplicaţia 

R, ∈+=→ nnn xiyxnfCNf ,)(,: * ∈ny R. Vom nota :   sau simplu ( ). *)( Nnnz
∈ nz

 Spunem că şirul ( ) este mărginit dacă  nz +∈∃ Rc  astfel încât : 
∈∀≤ nczn , N*. 

          Definiţia 2. (cu vecinătăţi) Spunem că şirul ( ) este convergent dacă 
există un  astfel încât în afara oricărei vecinătăţi V a lui z se află un 
număr finit de termeni ai şirului. Notăm      

nz
Cz∈

zznn
=

∞→
lim  sau . ∞→→ nzzn ,

 Definiţia 3. (cu ε )  Spunem că ( )  este convergent dacă există un 
  astfel încât pentru orice 

nz
Cz∈ 0>ε  există un rang ∈εn N cu proprietatea că 

pentru orice n∈N,   să avem :  εnn ≥
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           ε<− zzn . 
 Geometric definiţia 3 are următoarea interpretare : toţi termenii  cu 

  se află în interiorul cercului cu centrul în z şi de raza 
nz

εnn ≥ ε  . 
 Teorema 1. Un şir nnn iyxz +=  este convergent dacă şi numai dacă 
( ) şi ( ) sunt convergente; în plus, nx ny nnnnnn

yixz
∞→∞→∞→

+= limlimlim . 

 Demonstraţie. Dacă  este convergent, atunci nz Ciyxz ∈+=∃   astfel 
încât pentru  ∀ Nn ∈∃> εε ,0   astfel încât εnn ≥∀  să avem ε<− zzn . Dar 

ε<−≤− zzxx nn  şi ε<−≤− zzyy nn , de unde urmează că  şi  sunt 
convergente către x şi respectiv y şi deci 

nx ny

iyxzn +→ . 
 Reciproc, dacă  şi  obţinem  . xxn → yyn → zzn →

 Definiţia 4. Şirul ( ) de numere complexe se numeşte şir Cauchy 
(fundamental), dacă pentru orice 

nz
0>ε , există un număr natural )(εn  astfel 

încât pentru orice )(εnn >   şi orice Np∈ , să avem : 
  (1)  ε<−+ npn zz . 
 Are loc: 
 Teorema 2. Condiţia necesară şi suficientă ca un şir ( ) să fie şir 
Cauchy este ca şirurile ( ) şi ( ) să fie şiruri Cauchy. 

nz

nx ny
 Necesitatea condiţiei rezultă din inegalităţile : 
   npnnpn zzxx −≤− ++      şi   npnnpn zzyy −≤− ++  
iar suficienţa din inegalitatea : 
    npnnpnnpn yyxxzz −+−≤− +++ . 
 
 B. Serii de numere complexe. 
 
 Prin serie de numere complexe înţelegem suma termenilor unui şir 
( ) de numere complexe şi se notează : nw

     . ......21
1

++++=∑
∞

=
n

n
n wwww

   

 Seriei de numere complexe i se asociază şirul sumelor parţiale 

( ), definit astfel : 

∑
∞

=1n
nw

nS
     ...}3,2,1{,...21 ∈+++= nwwwS nn  . 
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 Dacă şirul sumelor parţiale ( ) este convergent şi are limita S 

spunem că seria  este convergentă şi are suma S adică: . Dacă 

şirul ( ) este divergent spunem că seria  este divergentă. 

nS

∑
∞

=1n
nw Sw

n
n =∑

∞

=1

nS ∑
∞

=1n
nw

 O serie de numere complexe poate fi scrisă : 

    , unde ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=
1 11 n n

nn
n

n viuw Rvu nn ∈,  . 

 Are loc : 

 Teorema 1. O serie de numere complexe  este convergentă dacă 

şi numai dacă  şi  sunt convergente. 

∑ nw

∑ nu ∑ nv

 Demonstraţie. Notăm nnnn uuuswwwS +++=+++= ...,.. 2121 şi 

nn vvv ...21 ++=τ . Avem nnn isS τ+=   . Dar  este convergentă dacă şi 

numai dacă şirul ( ) este convergent ceea ce are loc dacă şi numai dacă 

şirurile ( ) şi (

∑ nw

nS

ns nτ ) sunt convergente adică, dacă şi numai dacă seriile ∑  

şi  sunt convergente. 

nu

∑ nv

 Definiţia 1. Seria  se numeşte absolut convergentă dacă seria ∑ nw

∑ nw este convergentă.             

 Definiţia 2. Dacă seria ∑  este convergentă iar nw ∑ nw  este 

divergentă, seria  se numeşte semi-convergentă. ∑ nw

 Observaţie. O serie absolut convergentă este convergentă dar 
reciproca nu este în general valabilă . 
 O serie de numere complexe este absolut convergentă dacă şi numai 
dacă atât seria părţilor reale cât şi seria părţilor imaginare sunt absolut 
convergente. 
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 Observaţie. Pentru studiul convergenţei absolute a seriilor de numere 
complexe se utilizează criteriile de convergenţă pentru serii cu termenii 
pozitivi. 
 Pentru studiul naturii seriilor de numere complexe pot fi utilizate 
criteriile de convergenţă pentru seriile de numere reale. 
 
4. Funcţii complexe de o variabilă reală. Limita într-un punct. 
Continuitate. Derivata şi diferenţiala. Integrala Riemann. Primitivă. 
 
 Fie ⊂E R . 
 Definiţia 1. Numim funcţie complexă de variabilă reală , aplicaţia : 
  (1) f : ⊂E R C   sau →
  (2) f(t) = x(t) + i y(t) , ∈t R unde x(t)= Re f(t) şi y(t) = Im f(t) 
. 
 Rezultă că o funcţie complexă de variabilă reală este determinată de o 
pereche ordonată  x = x(t) şi y = y(t), ∈t E de funcţii reale de variabilă reală. 
 Definiţia 2. Spunem că un număr complex ∈l C este limita funcţiei 
f(t) în punctul E' dacă pentru orice ∈0t 0>ε  există un număr 0)( >εη  astfel 
încât oricare ar fi E , , dacă ∈t 0tt ≠ )(0 εη<− tt  atunci ε<− ltf )( . Se scrie 

 ltf
tt

=
→

)(lim
0

 Are loc: 
 Propoziţia 1.        ltxltf

tttt
Re)(lim)(lim

00

=⇔=
→→

     şi  . lty
tt

Im)(lim
0

=
→

 Definiţia 3. Spunem că funcţia complexă f(t) este continuă în punctul 
R , dacă pentru  orice ⊂∈ Et0 0>ε  există 0)( >εη  astfel încât pentru 

Ettt ∈<− ),(0 εη  să avem : ε<− )()( 0tftf  
 Dacă  , atunci funcţia complexă f(t) este continuă în punctul 

 . 

/
0 EEt ∩∈

)()(lim 00
0

tftft
tt

=⇔
→

          Propoziţia 2. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca funcţia 
complexă    f(t) = x(t) + i y(t) să fie continuă în punctul ⊂∈ Et0 R este ca 
funcţiile reale   x(t)şi y(t) să fie continue în . 0tt

 Fie  şi  CREf →⊂: /
0 EEt ∩∈

 Definiţia 4. Spunem că funcţia complexă f este derivabilă în punctul 
 dacă există şi este finită limita : 0t

  (3) 
0

0 )()(
lim

0 tt
tftf

tt −
−

→
 . 
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 Valoarea acestei limite se notează  sau )( 0
/ tf

dt
tdf )( 0  şi se numeşte 

derivata funcţiei f în punctul Et ∈0 . 
 Propoziţia 3. Condiţia necesară şi suficientă ca o funcţie complexă f 
să fie derivabilă într-un punct este ca funcţiile reale x(t) şi y(t) să fie 
derivabile în acel punct. 
 Se poate scrie : 

    }{\,
)()()()()()(

0
0

0

0

0

0

0 tEt
tt

tyty
i

tt
txtx

tt
tftf

∈
−
−

+
−
−

=
−
−  , de unde 

trecând la limită când  , obţinem egalitatea : 0tt →
  (4) . )()()( 00

/
0

/ tyitxtf ′+=

 Menţionăm că regulile de derivare pentru funcţiile reale se păstrează 
şi în cazul funcţiilor complexe de variabilă reală. 
 Fie f o funcţie complexă derivabilă pe ⊂E R . 
 Prin diferenţiala lui f în punctul Et ∈0  vom înţelege numărul 
complex: 
  (5) . 00

/
0 ,)()( ttdtdttftdf −=⋅=

 Explicitând, relaţia (5) poate fi scrisă şi astfel : 
  (6) )()()( tidytdxtdf +=  , unde  şi  dttxtdx )()( /= dttytdy )()( /=
 Regulile de diferenţiere cunoscute pentru sumă, produs şi cât se 
păstrează şi pentru funcţiile complexe. 
 Definiţia integralei Riemann pentru funcţiile complexe de variabilă 
reală este analoagă cu cea dată pentru funcţiile reale. 
 Fie funcţia complexă ⊂∈ ],[),( battf R. 
 Să considerăm o diviziune d a lui  prin punctele: ],[ ba
   btttttatd nkk =<<<<<<<= − ......: 1210 . 
 Notăm  ],[ 1 kkk tt −=δ  , unde },...,3,2,1{ nk ∈ . Prin norma diviziunii d, 
notată )(dγ , se înţelege numărul real : 
  (7) )(max)( 11 −≤≤

−= kknk
ttdγ . 

 Funcţiei complexe f şi diviziunii d a compactului [a ,b] li se asociază 
numărul complex dτ , numit sumă integrală Riemann, având expresia : 

  (8)  unde punctele ∑
=

−−=
n

k
kkkd ttff

1
1 ))(()( ξτ ],[ 1 kkk tt −∈ξ  

 se numesc puncte intermediare ale diviziunii d a lui [a, b]. },...,3,2,1{ nk ∈
 Definiţia 5. Funcţia complexă f(t), ],[ bat ∈  este integrabilă pe [a, b], 
dacă există un număr complex I cu proprietatea următoare : pentru orice 
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0>ε  există un număr 0)( >εη  , astfel încât, oricare ar fi diviziunea d cu 
)()( εηυ <d  şi oricare ar fi alegerea punctelor intermediare kξ , să avem :  

  (9) ετ <− )( fI d  . 

 Numărul I se notează  şi se numeşte integrala funcţiei f(t) pe 

intervalul [a, b]. În cazul când integrala există vom scrie : 

∫
b

a

dttf )(

  (10)  )(lim)(
0)(

fdttfI dd

b

a

τ
υ →

== ∫
 Propoziţia 4. Funcţia complexă f(t) este integrabilă pe [a, b] dacă şi 
numai dacă funcţiile reale x(t) şi y(t) sunt integrabile pe [a, b].Aceasta 
rezultă imediat din inegalităţile : 

  ))((Im))((Re)(
))((Im

))((Re
tyItxIfI

tyI

txI
ddd

d

d τττ
τ

τ
−+−≤−≤

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−

−
 , deoarece  

   ))(())(()( tyitxf ddd τττ += . 
 Din egalitatea de mai sus, găsim formula : 

  (11) . ∫ ∫∫ +=
b

a

b

a

b

a

dttyidttxdttf )()()(

 Proprietăţile integralei Riemann au loc şi pentru funcţiile complexe. 
 Definiţia 6. Spunem că funcţia complexă F(t), t∈[a, b], este primitiva 
lui f(t), t∈[a, b], dacă F(t) este derivabilă pe  [a, b] şi (t)=f(t) , t∈[a, b]. /F
 Dacă o funcţie f are o primitivă F, atunci are o infinitate de primitive, 
anume mulţimea: F(t)+C, t∈ [a, b], C∈C. Această mulţime a primitivelor lui 
f se numeşte integrala nedefinită a funcţiei f care se notează : 
  (9) . CtFdttf +=∫ )()(

 În particular, dacă funcţia f este continuă pe [a, b], atunci funcţia 

complexă  este primitivă pentru funcţia f pe [a, b] şi (t) = f(t),   

t∈[a, b]. Ca şi în cazul funcţiilor reale se arată că : 

∫
t

a

df ττ )( /F

  (10)  b
a

b

a

tFaFbFdttf∫ =−= )()()()(  ,  

care constituie formula Leibniz-Newton pentru integrala definită a unei 
funcţii complexe. 
 

5. Funcţii monogene. Derivata unei funcţii complexe. Condiţiile de 
monogeneitate a lui Cauchy-Riemann. Proprietăţi. 
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 Definiţia 1. Spunem că funcţia complexă definită în domeniul D C 
este derivabilă în punctul 

⊂
Dz ∈0 , dacă există şi este unică: 

(1)          
0

0 )()(
lim

0 zz
zfzf

zz −
−

→
. 

 Valoarea acestei limite se notează  şi se numeşte derivata 
funcţiei f(z) în punctul . O funcţie derivabilă într-un punct se numeşte 
monogenă în acel punct. O funcţie monogenă în fiecare punct al domeniului 
D se numeşte olomorfă pe domeniul D sau monogenă (monos = unul, genos 
= a da naştere) pe domeniul D. 

)( 0
/ zf

Dz ∈0

 Propoziţia 1. (Condiţiile de monogeneitate a lui Cauchy-Riemann). 
Pentru ca funcţia complexă f(z) = u(x,y) + iv(x,y) definită în domeniul D să 
fie monogenă în punctul Diyxz ∈+= 000 , este necesar ca funcţiile u şi v să 
admită derivate parţiale de ordinul întâi în punctul  şi să satisfacă 
relaţiile: 

),( 00 yx

(2) ),(),(),,(),( 00000000 yx
x
vyx

y
uyx

y
vyx

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂   

numite condiţiile de monogeneitate ale lui Cauchy-Riemann. 
 Demonstraţie. Pentru 0, zzDiyxz ≠∈+= , putem scrie: 

)()(
)],(),([)],(),([)()(

00

0000

0

0

yyixx
yxvyxviyxuyxu

zz
zfzf

−+−
−+−

=
−
−(3)  

 
         y       z             z 
 

 
 

 
 
 
               z     0y 0z
         0                   x  0x

Să presupunem că  pe un drum paralel cu Ox:   şi 
    

0zz → 0xx ⎯→⎯ 0yy=

Din (3) obţinem:  

(4) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+
−
−

=
→

0

000

0

000
0

/ ),(),(),(),(
lim)(

0 xx
yxvyxv

i
xx

yxuyxu
zf

xx
. 

Dar existenţa derivatei f'( implică existenţa limitelor: )0z
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(5) ),(
),(),(

lim 00
0

000

0

yx
x
u

xx
yxuyxu

xx ∂
∂

=
−
−

→
  

şi 

(6) ),(
),(),(

lim 00
0

000

0

yx
x
v

xx
yxvyxv

xx ∂
∂

=
−
−

→
. 

 Din relaţiile (4), (5) şi (6), obţinem: 
(7) ),(),()( 00000

/ yx
x
viyx

x
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=   . 

Presupunând că , pe un drum paralel  cu axa imaginară Oy, atunci 0zz →

0xx =  şi . 
0

yy ⎯→⎯

 Din (3) obţinem: 

(8)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+

−

−
=

→
0

000

0

000
0

/ ),(),(),(),(1lim)(
0 yy

yxvyxv
yy

yxuyxu
i

zf
yy

 

care implică existenţa limitelor: 

 (9)      ),(
),(),(

lim 00
0

000

0

yx
y
u

yy
yxuyxu

yy ∂
∂

=
−

−
→

    

şi 

(10) ),(
),(),(

lim 00
0

000

0

yx
y
v

yy
yxvyxv

yy ∂
∂

=
−

−
→

. 

  Din (8), (9) şi (10) găsim: 
(11)  ),(),(1)( 00000

/ yx
y
vyx

y
u

i
zf

∂
∂

+
∂
∂
⋅= . 

 Comparând relaţiile(7) şi (11) rezultă necesitatea condiţiilor (2) şi 
astfel propoziţia este demonstrată. 
           Propoziţia 2. Fie f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olomorfă în domeniul D (se 
notează H(D). Dacă u şi v admit derivate parţiale de ordinul doi continue 
în D atunci funcţiile u(x,y) şi v(x,y) sunt armonice, adică: 

,unde

∈f

0,0 =∆=∆ vu 2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∆ ,reprezintă operatorul lui Laplace. 

 
6. Determinarea unei funcţii olomorfe pe un domeniu când se 
cunoaşte partea reală sau partea imaginară. Exemplu. 

 
 Să presupunem că f(z)=u(x,y)+iv(x,y) este o funcţie monogenă pe un 
domeniu D. Funcţiile u(x,y) şi v(x,y) verifică condiţiile lui Cauchy-
Riemann: 
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y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂  şi 

x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂   . 

 Să presupunem că se cunoaşte funcţia u(x,y). Funcţia u(x,y) fiind 
partea reală a funcţiei monogene f(z) , este o funcţie armonică în D. 
 Cunoscând funcţia u(x,y), vom calcula derivatele funcţiei v(x,y): 

  
y
u

x
v

∂
∂

−=
∂
∂ , 

x
u

y
v

∂
∂

=
∂
∂  

şi diferenţiala sa:  

dy
x
udx

y
udv

∂
∂

+
∂
∂

−= . 

În partea dreaptă a egalităţii avem o diferenţială totală exactă, deoarece 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

y
u

yx
u

x
  u fiind funcţie armonică , 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u . Funcţia 

v(x,y) se poate exprima printr-o integrală curbilinie independentă de drum, 

(1)        dy
x
udx

y
uyxv

AM
∫ ∂

∂
+

∂
∂

−=),(   

),( 00 yxA  fiind un punct fix, iar M(x,y) un punct arbitrar din D. Drumul de la 
A la M se parcurge de obicei pe două segmente de dreaptă paralele cu axele 
de coordonate (figura), dacă acestea sunt cuprinse în domeniul D.  
 
         y  
 
      
       
            ),( 0 yxC ),( yxM

 
 D 

 
                                          ),( 00 yxA ),( 0yxB

      
         0              x 
 
 
 
 Calculând integrala pe drumul ABM, se obţine: 

   ∫ ∫ ∂
∂

+
∂
∂

−=
x

x

y

y

dttx
x
udtyt

y
uyxv

0 0

),(),(),( 0  

iar dacă se alege drumul ACM, 
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  ∫ ∫ ∂
∂

−
∂
∂

=
y

y

x

x

dtyt
y
udttx

x
uyxv

0 0

),(),(),( 0  . 

 Integrala (1) determină funcţia v(x,y) în afara unei constante aditive, 
deci funcţia f(z)=u(x,y)+iv(x,y) va fi determinată în afara unei constante 
aditive . Se observă uşor că f(z) astfel determinată este monogenă.   Într-
adevăr, deoarece sub semnul de integrală este o diferenţială exactă, avem: 

dy
x
udx

y
udv

∂
∂

+
∂
∂

−= , de unde rezultă 
y
u

x
v

∂
∂

−=
∂
∂ ,

x
u

y
v

∂
∂

=
∂
∂  . 

 În mod analog se arată că, dată fiind o funcţie v(x,y) armonică în D, 
există o funcţie f(z)=u(x,y)+iv(x,y) monogenă pe D. Funcţia u(x,y) este 
determinată în afara unei constante aditive prin integrala curbilinie 
independentă de drum: 

(2) dy
x
vdx

y
vyxu

AM
∫ ∂

∂
−

∂
∂

=),(   

şi cu aceasta f(z) este determinată în afara unei constante aditive . 
 Exemplu . Se dă . Să se determine funcţia monogenă 
f(z)=u(x,y)+iv(x,y) ştiind că f(0)=1. 

yeyzv x sin),( =

 Se verifică uşor că v(x,y) este armonică. Din condiţiile de 
monogeneitate obţinem: 

  ye
x
v

y
uye

y
v

x
u xx sin,cos −=

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ . 

Deci: 
   dyyedxyedu xx ⋅−⋅= sincos
şi 
  . dyyedxyeyxu x

AM

x ⋅−⋅= ∫ sincos),(

Integrând pe drumul ABM din figura de mai sus, obţinem: 
  
   

 ∫ ∫ −+−=⋅−⋅=
x

x

y

y

xxxoxxx yeyeyeyedyyedxyeyxu
0 0

0000 coscoscoscossincos),(

şi deci:        
              C - constantă arbitrară Cyeyxu x += cos),(

)cos( 0
0 yeC x−= . 

Rezultă că: . Din condiţia f(0)=1 găsim C=0. yieCyezf xx sincos)( ++=
  
Obţinem funcţia monogenă:    yieyezf xx sincos)( +=
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sau 
   iyxiyxx eeeyiyezf +=⋅=+= )sin(cos)(
şi deci: 
  . zezf =)(
 

7. Interpretarea geometrică a derivatei. Transformarea conformă. 
Exemplu. 

 
 
 Fie f(z)=u+iv o funcţie definită în domeniul D. Presupunem că f(z) 
este monogenă în punctul Diyxz ∈+= 000  şi . Vom nota w=f(z) şi 

. Funcţia f determină transformarea: 
0)( 0

/ ≠zf
)( 00 zfw =

(1)          u = u(x,y) ,    v = v(x,y) 
între planele (z) şi (w). În planul (z) al variabilei se consideră un arc de 
curbă (C) care are o extremitate în  (figura). )( 00 zM
 
 
 
 
        )(Γ        (w)  
          y        (C)     (z)   v          N(w)      U    
          M(z)     T       
 

 
                                  /α α           /β β  
 
                    )( 00 zM )( 00 wN
          0           x          u 
  

/0

 
Vom nota cu  imaginea curbei (C) prin transformarea punctuală (1) 

între planele complexe (z) şi (w). Deoarece , putem scrie: 
)(Γ

0)( 0
/ ≠zf

(2) sau
zf

zz
ww

zz
ww

zf
zz
ww

zf

zz

zzzz

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
−

=
−
−

=

→

→→

).(argarglim

,lim)(;lim)(

0
/

0

0

0

0
0

/

0

0
0

/

0

00

 

     . 
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 Transformatele punctelor 0M  şi M de pe curba (C) sunt respectiv 
punctele  şi N de pe curba 0N )(Γ . 
 Fie /α  şi α  unghiurile formate de secanta  şi tangenta  în 

 la curba (C) cu axa Ox. 
MM 0 TM 0

0M
 Imaginile acestora prin transformarea (1) vor fi unghiurile  şi /β β  ale 
secantei  şi ale tangentei  în  la curba imagine NN0 UN 0 0N )(Γ  din planul (w) 
cu axa Ou. 
 Observăm că: 

(3) '
_______

00
'

00 , βα ii eNNwweMNzz ⋅=−⋅=−   

şi notând cu  arcul de curbă  pe (C) şi s∆
_______

0 MM S∆  arcul  de pe curba 
 , obţinem: 

_______

0 NN
)(Γ

   (4) )()''(

0

0)'(

0

0
0

/

00

/

0

limlimlim)( αβαβαβ −

→

−

→

−

→
⋅

∆
∆

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

∆
∆
⋅

∆
⋅

∆
== i

zz

i

zz

i

zz
e

s
Se

s
S

MM
s

S
MN

e
MM
MN

zf , 

deoarece 1lim 0

)( 0
0

=
∆

→
→ s

NM

zz
MM

 şi 1lim 0

)( 0
0

=
∆

→
→ S

MN

zz
NN

. 

Din relaţiile (2) şi (4) obţinem: 
(5) 

s
Szf

zz ∆
∆

=
→ 0

lim)( 0
/  

şi 
(6) . αβ −=)(arg 0

/ zf
Am obţinut : 

 Propoziţia 1. O funcţie monogenă într-un punct , având derivata 
diferită de zero , transformă elementele de arc din vecinătatea 
punctului  în elemente de arc proporţionale cu modulul derivatei în 
punctul . Argumentul derivatei funcţiei în  este unghiul cu care trebuie 
rotită în sens direct tangenta    pentru a deveni paralelă cu tangenta  
la curba  . [Se admite că axele de coordonate din planele (z) şi (w) sunt 
paralele]. 

0z
)0)(( 0

/ ≠zf
)( 00 zM

0z 0z
TM 0 UN 0

)(Γ

 Definiţia 1. Transformarea punctuală (1) între planele (z) şi (w) se 
numeşte transformarea conformă dacă păstrează unghiurile. 
 Propoziţia 2. O funcţie f(z) olomorfă într-un domeniu D având 
derivata diferită de zero în D defineşte o transformare conformă. 
 Demonstraţie. Fie  două curbe din planul (z) ce trec prin 
punctul  şi  . Imaginile acestor curbe în planul (w) 
vor fi  şi . 

)(),( 21 CC
DzzM ∈000 ),( 0)( 0

/ ≠zf
)( 1Γ )( 2Γ
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 Curbele imagine )( ,1Γ )( 2Γ  trec prin punctul  (figura). )(),( 0000 zfwwN =

 
 
 y     (z)       v           (w) 2U
                           2T 1T 1U
          ω                                           )( 2C /ω )( 2Γ
        
                  )( 1C )( 1Γ

    2α    1α           2β      1β  
 
                   
   

)( 00 zM )( 00 wN

 0    x       0            u 
 Fie 1α , 2α  unghiurile pe care le formează tangentele  şi  în 
punctul  la curbele şi cu axa Ox şi

10TM 20TM

0M )( 1C )( 2C 1β , 2β  unghiurile pe care le 
formează tangentele imagine ,  în punctul la curbele ,10UN 20UN 0N )( 1Γ )( 2Γ  
cu axa Ou. Unghiurile 12 ααω −=  şi  reprezintă unghiurile sub 
care se taie respectiv perechile de curbe şi

12
/ ββω −=

),( 21 CC ),( 21 ΓΓ   . Obţinem: 
(7)       de unde: 11220

/ )(arg αβαβ −=−=zf
(8) ωααββω =−=−=′ 1212 , 

sau  ωω ′=  ,deci curbele  şi  se taie sub acelaşi unghi ca şi curbele 
imagine  şi . Cu aceasta propoziţia este demonstrată. 

)( 1C )( 2C
)( 1Γ )( 2Γ

 Exemplu. Considerăm funcţia . Deoarece , 
dacă , rezultă că f(z) realizează o transformare conformă în tot planul 
complex cu excepţia originii. Observăm că ,  şi că 
f este olomorfă în . Imaginile dreptelor x = 1 şi y = 1 din planul 
(z) vor fi parabolele:   şi  (

Czzzfw ∈== ,)( 2 0)(/ ≠zf
0≠z

xyyxvyxyxu 2),(,),( 22 =−=
)2)(( / zzfC =

)( 1Γ Ryyvyu ∈=−= ,2,1 2 )2Γ              :,2,12 Rxxvxu ∈=−=
             )( 1Γ  v    0/ 90=ω )( 2Γ
    y           
            )( 1C )2,0(0N
       x=1   
    
        
                       u 
                  (-1,0)              (1,0) 090=ω '0
           y=1    )( 2C
       0                         x     (0,-2)         )1,1(0M
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 Imaginea dreptei x = 1  este parabola )( 1C )( 1Γ  având ecuaţia 

, iar imaginea dreptei y = 1  este parabola  de ecuaţie 
. Aceste două parabole sunt ortogonale şi trec prin din 

planul (w), imaginea punctului  din planul (z). Observăm că  se 
păstrează unghiurile prin transformarea conformă  

)1(42 −−= uv )( 2C )( 2Γ
)1(42 += uv )2,0(0N

)1,1(0M
2)( zzf = ).90( 0=′= ωω

 
8. Integrala curbilinie în planul complex. Exemplu. 

Definiţie. Principiul de calcul. Proprietăţi. 
 
 Fie 

_____

AB  un arc de curbă în planul complex (z) definit parametric prin 
ecuaţiile: 

(1) x = x(t), y = y(t), ],[ bat ∈ . 
 Vom presupune că funcţiile x(t) şi y(t) sunt continue împreună cu 
derivatele de ordinul întâi pe [a,b] :  
                y 
 
                      
                                                                                           
          *            nn MzB =)(
      D                               *               *                                   2

                                               
M

1M kP kM
           *  

     00 )( MzA =     
                          0              x 
 
 
 

Să considerăm o diviziune (d) a intervalului [a,b] prin punctele de 
diviziune 

(2) btttttta nkk =<<<<<<= − ...... 1210  

 Deoarece ecuaţia în complex a arcului de curbă  este 
 diviziunea (d) induce pe arcul  o diviziune (d') prin 

punctele de diviziune: 

_____

AB

],[),()( battiytxz ∈+=
_____

AB

               BzMzMzMzMA nnkk == −− )(),...,(),...,(),( 111100 , 
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unde  . Norma diviziunii (d) a intervalului [a,b] este 
numărul  . În fiecare subinterval  alegem un punct 

arbitrar 

},...2,1,0{),( nktzz kk ∈=

)(max)( 11 −≤≤
−= kknk

ttdv ],[ 1 kk tt −

kυ . Acestui punct îi corespunde prin  z = z(t), ],[ bat ∈  , pe arcul 

 un punct intermediar 
___________

1 kk MM − )( kkP α , corespunzător numărului complex 
)( kk z υα =   

 Arcului 
_____

AB  şi corespunzător diviziunii (d) a intervalului [a,b] îi 
asociem cu ajutorul funcţiei f(z) numărul complex 

(2) .   ∑
=

−−=
n

k
kkkd zzaff

1
1 ))(()(σ

 Definiţia 1. Funcţia f(z), Dz∈   este integrabilă pe arcul , dacă 
există un număr complex I cu proprietatea că, pentru orice 

DAB ⊂
_____

0>ε , există un 
număr 0)( >εη   astfel încât, oricare ar fi diviziunea d cu )()( εη<dv   şi 
oricare ar fi alegerea punctelor intermediare kυ , să avem: 

(3) εσ <− Ifd )( . 
 În acest caz vom scrie: 
    ∫==

→
____

)()(lim
0)(

AB

ddv
dzzffI σ  

şi vom spune că I este integrala curbilinie pe arcul C  a funcţiei f(z). 
 Propoziţia 1. Dacă funcţia complexă f(z)=u(x,y)+iv(x,y), , este 
continuă pe arcul de curbă , 

Dz∈
AB  neted pe porţiuni, atunci integrala 

curbilinie a funcţiei f(z) pe arcul AB  există şi are expresia: 
(4)   ∫∫ ∫ ++−=

__________

.),(),(),(),()(
)

ABAB
AB

dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf . 

 Demonstraţie. Notăm )()( kkkkk tiytxiyxz +=+=  şi 
. Deoarece: },...,2,1{),()( nkiyxia kkkkk ∈+=+= υυηξ

 )()(),,(),()( 111 −−− −+−=−+= kkkkkkkkkkk yyixxzzivuf ηξηξα   
obţinem pentru suma )( fdσ  expresia: 

(5) , )()()( /// fiff ddd σσσ +=

unde: 

  . ∑
=

−− −⋅−−⋅=
n

k
kkkkkkkkd yyvxxuf

1
11

/ )](),()(),([)( ηξηξσ

şi 

∑
=

−− −⋅+−⋅=
n

k
kkkkkkkkd yyuxxvf

1
11

// )](),()(),([)( ηξηξσ . 
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Ţinând seama de definiţia integralei curbilinii şi de faptul că funcţiile 
u(x,y) şi v(x,y) sunt continue pe  iar x(t), y(t) au derivate continue cu 
excepţia unui număr finit de puncte, rezultă: 

_____

AB

 { }∫∫ −=−=
→

b

aAB
ddv

dttytytxvtxtytxudyyxvdxyxuf )()](),([)()](),([),(),()(lim ///

0)(
σ  , 

şi 

  { }∫∫ +=+=
→

b

a
AB

ddv
dttytytxutxtytxvdyyxudxyxvf )()](),([)()](),([),(),()(lim ////

0)(
_____

σ . 

 
 Proprietăţi ale integralei curbilinii : 
 1. ∫ ∫−=

_____ _____

;)()(
AB BA

dzzfdzzf ; 

 2.  Cdzzgdzzfdzzgzf
AB AB

AB

∈+=+∫ ∫ ∫ βαβαβα ,,)()()]()([
_____

; 

 3.       ∫ ∫ ∫ ∈+=
_____ _____ _____

_____
,)()()(

AB AC CB

ABCdzzfdzzfdzzf ; 

 4. LMdzzf
AB

⋅≤∫
_____

)( , unde )(sup
_____

zfM
ABz∈

=  şi L este lungimea arcului . 
_____

AB

 Observaţie. Integralele curbilinii pe contururi închise luate în sens 
direct se notează ∫ . 
 Exemplu. Să se calculeze integrala: 
     ∫ −

=
C az

dzI  

unde (C) este un cerc cu centrul în punctul  şi de rază r (figura) care este 
parcurs în sens direct: 

a

 
 
       y 
         
           M(z) 
         r     θ  
         a 
        

         (C) 
                                            0 x 
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Punând   , obţinem: ]2,0[, πθθ ∈+= ireaz

   θθθ diredze
raz

ii ==
−

− ,11  

  şi 

   ∫ ∫ === −
π π

θθ πθθ
2

0

2

0

21 ididiree
r

I ii  

9. Teorema lui Cauchy. 
 
  
 Pentru a defini integrala curbilinie a unei funcţii f(z) pe o curbă (C) 
am presupus că f(z) este continuă pe (C) fără alte ipoteze referitoare la 
existenţa sau comportarea funcţiei în puncte care nu aparţin curbei (C). În 
cele ce urmează vom presupune că f(z) este olomorfă într-un domeniu D şi 
că (C) este conţinută în D. Integralele curbilinii au proprietăţi care depind de 
ordinul de conexiune al domeniului. Vom considera mai întâi cazul 
domeniului simplu conex. 
 Teorema lui Cauchy. Dacă f(z) este olomorfă într-un domeniu simplu 
conex D, atunci: 

(1)  ∫ =
C

dzzf 0)(

oricare ar fi curba închisă C conţinută în D. 
 Demonstraţie. Vom presupune în plus că   este continuă pe D                       )(/ zf
 (deşi această ipoteză nu este necesară, fapt dovedit de E.Goursat). 
 Fie ),(),()(, yxivyxuzfiyxz +=+=  ; avem: 

(2)   . ∫ ∫∫ ++−=
C CC

udyvdxivdyudxdzzf )(

Să presupunem că (C) este o curbă simplă şi să notăm cu ∆  domeniul care 
are frontiera (  (figura) : ))( DC ⊂∆
     y 
      
 
 
               D         
        

                                                   ∆                   (C) 
 
     0            x  
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Integralelor din membrul drept al relaţiei (2) li se poate aplica formula 
lui Green: 

  dxdy
y
P

x
QdyyxQdxyxP

C
∫∫∫
∆

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+ ),(),(   

în ipoteza că 
x
Q
∂
∂  şi 

y
P
∂
∂  sunt continue pe ∆ . Continuitatea lui  )(/ zf

 implică continuitatea derivatelor 
y
v

x
v

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,,  şi aplicând formula lui 

Green obţinem: 

                  ∫∫∫
∆

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=− dxdy
y
u

x
vvdyudx

C

 

      (3)              şi 

                        ∫∫∫
∆

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+ dxdy
y
v

x
uudyvdx

C

 . 

 Dar f(z) este olomorfă în D. Deoarece D⊂∆ , în toate punctele 
domeniului  sunt satisfăcute condiţiile de monogeneitate Cauchy-
Riemann: 

∆

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂  şi 

x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂ ; deci cele două integrale  din (3) sunt nule şi 

pe baza relaţiei (2) găsim  şi teorema este demonstrată. ∫ =
C

dzzf 0)(

 Teorema lui Cauchy poate fi extinsă şi în cazul când domeniul este 
multiplu conex. Astfel, fie f(z) o funcţie olomorfă în domeniul  dublu 
conex delimitat de curbele închise  şi  conform figurii: 

∆
)( 1C )( 2C

 
 
         y 
 
 
        D 
             ∆        B          A•  
              •      
           )( 2C
  
                                                                                x 
         0                                        )( 1C
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 Efectuând tăietura , obţinem domeniul simplu conex , 

având ca frontieră curba , unde  este parcurs 
în sens direct iar  în sens invers. Aplicând teorema lui Cauchy 
pentrudomeniul simplu conex D delimitat de curba 

_____

AB }{\
____

ABD ∆=

)()()()(
__________

21 BAABCC ∪∪∪=Γ )( 1C
)( 2C

)(Γ , obţinem: 
(4) ∫ ∫∫∫∫ =+++=

−+C
BA

C
AB

C

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzf 0)()()()()(
_____

2
_____

1

  .    

Cum  ∫∫ =+
BAAB

dzzfdzzf 0)()(  şi   ∫ ∫
− +

−=
2 2

)()(
C C

dzzfdzzf

formula (4) ne dă: 
(5) . ∫ ∫

− +

=
1 2

)()(
C C

dzzfdzzf

Prin  ,  am notat faptul că  şi  se parcurg în sens direct. ++
21 ,CC )( 1C )( 2C

 În cazul unui domeniu ∆  multiplu conex delimitat de curbele , 
,…,  unde , ,…,  sunt exterioare între ele şi interioare 

unei curbe (C),   (figura) avem: dacă f(z) este olomorfă în domeniul 

)( 1C
)( 2C )( nC )( 1C )( 2C )( nC

∆⊂C ∆ , 
în mod analog, prin practicarea unor tăieturi între C şi curbele , 

,…,  obţinem formula lui Cauchy pentru domenii multiple conexe: 
)( 1C

)( 2C )( nC
 
 
 
   y  
 
 
            )(         1C

     )( 2C
                  )( nC
                                                                                                )( 3c
        
              )(  kC

                                              ∆  
   0   (C)            x 
 
 

(6)              ∑ ∫∫
=

=
n

k CC k

dzzfdzzf
1

)()(
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(curbele , ,…,  sunt parcurse în sens direct). )( 1C )( 2C )( nC
 

10. Formula integrală a lui Cauchy. 
 
 Fie f(z) o funcţie olomorfă într-un domeniu simplu  conex D şi C o 
curbă simplă închisă conţinută în D. Notăm cu ∆  domeniul mărginit care are 
frontiera C (figura)  )( D⊂∆
  
         y  
 
 
       D          (C) 
         γ                
        ∆            a     r    
                                                   *z          
 
         0          x  
 
 

Teorema 1. Dacă se dau valorile funcţiei f(z) pe curba (C), atunci 
funcţia este complet determinată în ∆ , şi anume: 

(1)       ∫ −
=

C

dz
az

zf
i

af )(
2
1)(
π

 . 

 Demonstraţie. Fie (γ ) un cerc cu centrul în punctul a şi de rază r, 

interior lui (C) (figura). Funcţia 
az

zf
−

)(  este olomorfă în domeniul dublu 

conex  delimitat de curba (C) şi cercul (∆ γ ). Conform teoremei lui Cauchy 
pentru domeniile dublu conexe, avem: 

(2) ∫∫ ∫ ∫ −
+

−
−

=
−

=
− γγ γ

dz
az

afdz
az

afzfdz
az

zfdz
az

zf

C

)()()()()(    

Observăm că  ∫ =
−γ

πi
az

zf 2)( . 

Funcţia f(z) fiind monogenă în punctul a, este continuă în acest punct şi 
astfel putem scrie evaluarea 

(3) ε<− )()( afzf   pentru Dzaz ∈<− ,)(εη . 
Considerând )(εη<r , pentru )(γ∈z  avem )(εη<− az  şi pe baza proprietăţii 
modulului integralei , putem scrie: 
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     ∫ ∫∫ =≤
−

−
≤

−
−

γ γγ

πεε 2
)()()()( ds

r
dz

az
afzf

dz
az

afzf  

unde dzds =  reprezintă elementul diferenţial de curbă pe arcul (γ ). Cum  

0>ε  este arbitrar, făcând 0→ε  obţinem: 0)()(
=

−
−

∫ dz
az

afzf

γ

 . 

Ţinând seama de relaţiile (2) şi de cele de mai sus, obţinem formula (1) 
numită formula integrală a lui Cauchy. 
 Formula integrală a lui Cauchy poate fi scrisă şi pentru un domeniu 
multiplu conex. Astfel, în baza formulei lui Cauchy pentru domenii multiplu 
conexe, dacă a este un punct din domeniul de olomorfie al funcţiei f(z), 
avem formula integrală a lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe: 

(4)  ∫ ∑ ∫
= −

−
−

=
C

n

k C

dz
az

zf
i

dz
az

zf
i

af
K1

)(
2
1)(

2
1)(

ππ
 .  

Are loc şi: 
 Teorema 2. Fie f(z) o funcţie olomorfă în domeniul simplu conex D, 
delimitat de curba închisă (C) netedă pe porţiuni. Atunci funcţia f(z) este 
indefinit derivabilă în D şi: 

(5)  ∫ +−
=

C
n

n dz
az
zf

i
naf 1

)(

)(
)(

2
!)(
π

  

unde a este un punct oarecare situat în interiorul lui (C). Formula (5) se 
obţine uşor prin inducţie, derivând în raport cu a, sub semnul integralei 
egalitatea: ∫ −

=
C

dz
az

zf
i

af )(
2
1)(
π

 .  Aceasta justifică faptul că  o funcţie 

olomorfă este indefinit derivabilă şi  este olomorfă  . )()( zf k ,....}2,1{∈k
 
 11. Serii de puteri. Teorema lui Abel. 

Dezvoltări în serie Taylor 
 
 Fie şirul de funcţii CDDzzfn ⊂∈ ,)),(( . Spunem că şirul de funcţii 
considerat este convergent în punctul Dz ∈0  dacă şirul de numere complexe 

 este convergent. ))(( 0zfn

 Definiţia 1. Şirul de funcţii Dzzfn ∈)),((  este uniform convergent pe 
mulţimea DA ⊂  către funcţia Azzf ∈),( , , dacă pentru orice număr 0>ε  
există un număr natural )(0 εn  astfel încât pentru )(0 εnn >  să avem: 
   Azzfzfn ∈∀<− ,)()( ε  . 
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Fie seria de funcţii . Spunem că seria este convergentă în ∑
∞

=1

)(
n

n zf Dz ∈0 , 

dacă seria  ∑ .  este convergentă. Mulţimea punctelor de convergenţă 

ale seriei le numim mulţimea de convergenţă. 

∞

=1
0 )(

n
n zf

 Definiţia 2. Seria de funcţii   este uniform convergentă pe 

mulţimea  

∑
∞

=1
)(

n
n zf

DA ⊂   şi are suma funcţia  AzzS ∈),( , dacă şirul sumelor parţiale   

al seriei  , unde: ))(( zSn ∑
∞

1

)(zf n

   DzzfzfzfzS nn ∈+++= ),(...)()()( 21  
 
converge uniform pe mulţimea A către S(z). 
Are loc: 

 Propoziţia 1. Fie , o serie de funcţii şi , o 

serie convergentă. Dacă pentru orice 

Dzzf
n

n ∈∑
∞

=

,)(
1

0,
0

>∑
∞

=
n

n
n uu

DAz ⊂∈ , şi nn uzfNn ≤∈∀ )(, ,atunci 

seria de funcţii , este uniform convergentă pe mulţimea ∑
∞

=1

)(
n

n zf DA ⊂ . 

 Dacă , sau , obţinem seriile de puteri: ∑ , sau 

 şi . 

n
nn zczf =)( n

n azc )( −
∞

=1n

n
n zc

n
n

n
n cazc ,)(

1
∑
∞

=

− Ca∈

Are loc: 

Teorema lui Abel. Pentru orice serie de puteri  există un    număr 

R numit rază de convergenţă, căruia îi corespunde în planul complex 
cercul ΙzΙ=R  numit cerc de convergenţă, având     următoarele 
proprietăţi: 

∑
∞

=1n

n
n zc

0≥

 1. În interiorul cercului de convergenţă Rz <  seria de puteri este 
absolut convergentă; 
 2. În exteriorul cercului de convergenţă Rz >   seria este divergentă; 
 3. În orice disc interior cercului de convergenţă Rrz <≤   seria este 
uniform convergentă. 
 Ca şi în cazul seriilor de puteri reale, raza de convergenţă se 
determină conform teoremei Cauchy - Hadamard 
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  n
nc

n
R lim

___
,1

∞→
== ω

ω
 

(1)       sau 

  
n

n

c
c

n
R 1lim

___
,1 +

∞→
== ω

ω
. 

 Dezvoltări în serie Taylor. 
 Fie f(z) o funcţie olomorfă într-un domeniu D şi a un punct interior lui 
D. Considerăm un cerc (C) cu centrul în punctul a şi de rază r situat în 
domeniul de olomorfie (figura)  
 
       y 
 
              
     D           r  u      
                    z  a      
                                                            ρ         
   
       C 
                                                                                              x 
      0        
Vom nota cu z un punct interior cercului (C) şi , şi cu u un punct oarecare de 
pe (C), rau =−  . Conform formulei lui Cauchy putem scrie: 

     (2)      ∫ −
=

C

du
zu

uf
i

zf )(
2
1)(
π

.Observăm că : 

(3) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

++
−
−

+
−

=
−

⋅
−

=
− −

−

+

−
−

au
az

nn

au
az au

az
au
az

au
az

auauzu 1
1...11

1
111 1

 

Înlocuind relaţia (3) în (2), vom obţine: 
    (4)       

 ∫ ∫ ∫ +
−

−
++

−
−

+
−

= +
C C

n
C

n

n

Rdu
au
uf

i
azdu

au
uf

i
azdu

au
uf

i
zf 12 )(

)(
2

)(...
)(
)(

2
)(

2
1)(

πππ
 

unde 

   (5)        ∫ −−−−
−

= +

+

C
n

n

n azauau
duuf

i
azR

)]()[()(
)(

2
)(

1

1

π
 . 
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 Ţinând seama de expresia derivatelor unei funcţii olomorfe, 

∫ +−
=

C
n

n

au
duuf

i
naf 1

)(

)(
)(

2
!)(
π

    egalitatea (4) devine: 

   (6)  n
n

n

Raz
n

afazafafzf +−++−+= )(
!

)(...)(
!1

)()()(
)(/

. 

Notând )(sup zfM
Cz∈

= , obţinem pentru termenul complementar : nR

 ∫∫ ⋅
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

−⋅−

−
≤

+

+

+

C

n

C
n

n

n ud
rr

M
rau

udufaz
R

ρ
ρ

πρπ
1

2
)(

2

1

1

1

 

adică   
1+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

−
≤

n

n rr
MrR ρ
ρ

. Cum 1<
r
ρ   rezultă 0lim =

∞→
n

n
R   şi din (6) obţinem: 

(7)        ∑
∞

=

−=
0

)(

)(
!

)()(
n

n
n

az
n

afzf    

care reprezintă dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei olomorfe f(z) . 
  12. Seria lui Laurent. Puncte singulare.                                                         

{ }12 razrD ≤−≤=  :     Fie f(z) o funcţie olomorfă într-o coroană circulară 
                                y                                     )( 1γ             

         D           1r
         *u       
          * z a                                                    
                                                                      2r
                                             )( 2γ  
                        0                                        *v           x                

 
 
 
Vom nota cu 1γ   şi 2γ   cercurile ce delimitează coroana circulară D. 

Ne propunem să găsim pentru funcţia f(z) o reprezentare sub formă de serie 
după puterile lui z-a. Dezvoltarea găsită se va numi dezvoltarea funcţiei f(z) 
în serie Laurent în coroana circulară D. Aceasta ne va conduce la o 
generalizare a seriilor de puteri, ajungându-se la serii bilaterale, cu ocazia 
cărora se va introduce şi noţiunea de reziduu. 
 Fie z un punct interior coroanei D. Atunci conform formulei integrale 
a lui Cauchy pentru domeniile dublu conexe, pentru valoarea funcţiei f(z) 
avem expresia: 
(1)         ∫∫ −

−
−

=
21

)(
2
1)(

2
1)(

γγ ππ zu
duuf

izv
dvvf

i
zf . 
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Punctul z fiind interior cercului )( 1γ  , procedând ca şi în cazul seriei 
Taylor, prima integrală din (1) se poate scrie sub forma unei serii Taylor: 

(2)          
n

n
n azc

zv
dvvf

i ∑∫
∞

=

−=
− 0

)()(
2
1

1γ
π

 

 
unde:    
 
(3)        ,...}2,1,0{,

)(
)(

2
1

1

1 ∈
−

= ∫ + n
av

dvvf
i

c nn
γπ

. 

 
A doua integrală din (1) se poate scrie sub forma 

  
 

( ) ( )∫ ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅++++
−

=
−−−

=
−

−
−
−

+
−
−

−
−

−
−

2 22
1

1...1)(
2
1

)()(
)(

2
1)(

2
1 1

γ γγ πππ
du

az
uf

iauaz
duuf

izu
duuf

i az
au

n
az
aun

az
au

az
au

 
 
Notând cu u un punct oarecare de pe cercul ( 2γ ) şi az −=ρ , avem 

12 <=−
−

ρ
r

az
au . 

Deci: 
(4)       ∫∑∫ +−⋅

−
=

−
− −

+

= 22

1
1

1
))((

2
1

)(
1)(

2
1

γγ ππ n
k

n

k
k Rduauuf

iazzu
duuf

i
 unde 

(5)          duuf
i

R az
n

az
au

n −
+

−
− ⋅= ∫ 11))((

2
1

2γ
π

 . 

Aplicând proprietatea modulului integralei în complex şi notând   
   )(sup

2

zfM
z γ∈

=   ,obţinem: 

   
2

2
1

2

r
rr

MR
n

n −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅≤

+

ρρ
 . 

Deoarece 12 <
ρ
r , rezultă 0lim =

∞→ nn
R  şi astfel relaţia (4) devine: 

∑∫
∞

=

−
− −=

− 1
)()(

2
1

2 n

n
n azc

uz
duuf

i γπ
, unde 

      (6)          duauuf
i

c n
n

1))((
2
1

2

−
− ∫ −=

γπ
 . 

 
Înlocuind expresiile (2) şi (6) în (1), obţinem pentru funcţia f(z) în coroana    
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 circulară D următoarea dezvoltare: 
      (7)     , ∑ ∑ ∑

∞

−∞=

−

−∞=

∞

=

−+−=−=
n n n

n
n

n
n

n
n azcazcazczf

1

0
)()()()(

unde 
     (8)   ,,))((

2
1 Znduauuf

i
c n

n ∈−= ∫
γπ

 

iar (γ ) este un cerc oarecare cu centrul în punctul a şi de rază r . )( 12 rrr <<

Seriile se numesc respectiv partea principală şi 

partea tayloriană a seriei Laurent. 

n

n
n

n

n
n azcazc )(,)(

0

1

−− ∑∑
∞

=

−

−∞=

 Puncte singulare. 
 Definiţia 1. Fie f(z) o funcţie definită în domeniul D şi a un punct 
aparţinând domeniului D. Spunem că punctul a D∈ este un punct ordinar al 
funcţiei f(z), dacă există o vecinătate V a punctului a inclusă în D , unde f(z) 
se poate dezvolta în serie Taylor, deci putem scrie: 

      (9)         . ∑
∞

=

⊂∈−=
0

,)()(
n

n
n DVzazczf

Un punct care nu este punct ordinar pentru funcţia f(z) se numeşte punct 
singular. 
Un punct a este un zero multiplu de ordinul m al funcţiei f(z), dacă există 
un cerc cu centrul în punctul a inclus în D astfel încât:              

D∈

      (10)     . 0...],)([)()( 1 ≠+−+−= + mmm
m cazccazzf

 Propoziţia 1. Zerourile unei funcţii olomorfe într-un domeniu sunt 
puncte izolate. 
 Definiţia 2. Un punct a D∈  este un pol al funcţiei f(z), dacă există un 
cerc cu centrul în punctul a, inclus în domeniul D, în care funcţia f(z) poate 
fi scrisă sub forma unei serii Laurent cu un număr finit de puteri negative a 
lui z-a, adică: 
 

       (11)              ∑
∞

=

−− −+
−

++
−

=
0

1 )(...
)(

)(
n

n
nm

m azc
az

c
az

c
zf  . 

Numărul m reprezintă ordinul polului z = a al funcţiei f(z). 
Un punct singular care nu este pol pentru o funcţie se numeşte un 

punct singular esenţial. 
Observăm că dacă a este un punct singular izolat pentru funcţia f(z), 

atunci există coroana circulară ∆={0<Ιz- aΙ r≤ } în care f(z) are o dezvoltare 
în serie Laurent cu o infinitate de termeni cu puteri negative ale lui z-a. Deci, 
în acest caz putem scrie seria Laurent: 
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n

n
n azczf )()( −= ∑

∞

−∞=

 

partea principală a seriei Laurent având un număr infint de termeni. 
 O funcţie f(z) care într-un domeniu D nu are decât puncte ordinare sau 
poli se numeşte funcţie meromorfă în D. 
 Propoziţia 2. Dacă f(z) este o funcţie raţională ireductibilă )(

)()( zQ
zPzf = , 

atunci zerourile de ordinul m a lui  Q(z) sunt poli de ordinul m pentru funcţia 
f(z). 
 
 13. Reziduu. Teorema reziduurilor. Exemplu.
 
 Fie z = a un pol sau un punct singular esenţial izolat al funcţiei f(z). În 
coroana circulară Raz <−<ε , cu 0>ε , arbitrar de mic, funcţia f(z) este 
olomorfă. Fie Γ , un cerc cu centrul în a şi de rază ρ , conţinut în această 
coroană circulară, R<< ρε ,  (figura) 
 
      
              R 
 
 
       ρ  a 
      ε      
      
             )(Γ  
       (C) 
 
 
 

O curbă închisă simplă (C) conţinută în coroana circulară poate 
înconjura sau nu punctul a. În primul caz, C este echivalentă cu  şi avem: Γ
     . ∫∫

Γ

= dzzfdzzf
C

)()(

În al doilea caz, integrala pe C este nulă. 
 Definiţie. Prin reziduul funcţiei f(z) relativ la polul sau punctul 
singular esenţial izolat  z = a, notat rez f(a) înţelegem: 
     (1)  ∫

Γ

= dzzf
i

arezf )(
2
1)(
π

. 

Reziduul unei funcţii f(z) relativ la a se poate obţine întotdeauna din 
dezvoltarea în seria Laurent în jurul punctului a. Obţinem : 
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     (2)                1)( −= carezf

unde   este coeficientul lui  1−c
az −

1  din dezvoltarea în serie Laurent a 

funcţiei f(z) în jurul punctului a. 
 
     Metode de calcul a reziduului unei funcţii. 
 
Fie a un pol al funcţiei f(z) şi p ordinul său de multiplicitate. Atunci funcţia  

are în z = a un punct ordinar şi )()()( zfazz p−=ϕ 0)( ≠aϕ . Ţinând seama de 
aceasta, (1) devine: 
  ∫

Γ −
= dz

az
z

i
arezf p)(

)(
2
1)( ϕ
π

 

 
sau, ţinând seama de modul de calcul a derivatelor: 
  1),(

)!1(
1)( )1( >
−

= − pa
p

arezf pϕ . 

 
Înlocuind pe )(zϕ  cu expresia sa, obţinem următoarele formule de calcul a 
reziduului: 
     1) dacă z = a este un pol multiplu de ordinul p al funcţiei f(z) 
atunci: 
        (3)  )1()]()[(

)!1(
1)( −

=⋅−
−

= p
az

p zfaz
p

arezf    ; 

     2) dacă z = a este un pol simplu, 
     
       (4)  azzfazarezf =−= )]()[()( . 
 
Dacă  

)(
)()(

zh
zgzf =  şi dacă f(z) are pe a un pol simplu atunci h(a) = 0. În acest 

caz: 
       (5)              

)(
)()( / ah

agarezf = . 

 
 Teorema reziduurilor. Exemplu. 
 
  Fie f(z) o funcţie olomorfă într-un domeniu D şi C o curbă închisă, simplă 
conţinută în D. Să notăm cu ∆  domeniul mărginit care are frontiera C. 
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 Dacă , adică dacă în D⊂∆ ∆  nu există singularităţi ale funcţiei f(z), în 
virtutea teoremei lui Cauchy . ∫ =

C

dzzf 0)(

 Să presupunem acum că în ∆  se află un număr finit de singularităţi ale 
funcţiei f(z), poli sau puncte singulare esenţiale  (figura). naaa ,...,, 21

 
 
 
                                y 
  
                                                                           D 
      )( kΓ  
              ka
       ( nΓ )  ∆           ( 2Γ ) C 
                  (na 1a 1Γ )   2a
            
   O                                 x   
 
 
 
         Aceste singularităţi sunt evident izolate. 
                       Pentru fiecare punct   vom  considera un cerc  cu 
centrul în  şi cu raza 

ka KΓ

ka kρ suficient de mică, astfel ca în interiorul lui  să  nu 
mai existe o altă singularitate a funcţiei f(z) diferită de.  ka
 Dacă nρρρ ,...,, 21  sunt suficient de mici, cercurile nΓΓΓ ,...,, 21  nu au 
puncte comune şi sunt conţinute în ∆ . Aplicând teorema lui Cauchy pentru 
domenii multiplu conexe,  
    .  ∫ ∫ ∫∫

Γ Γ Γ

+++=
1 2

)(...)()()(
n

dzzfdzzfdzzfdzzf
C

Ţinând seama că  , obţinem o teoremă 

importantă prin aplicaţiile sale: 

},...,2,1{),(2)( nkafirezdzzf k

k

∈=∫
Γ

π

 
 Teorema reziduurilor (Cauchy). Dacă în interiorul domeniului 
mărginit de curba C funcţia f(z) are un număr finit de singularităţi, 

  , poli sau puncte singulare esenţiale, atunci: naaa ,...,, 21

  (6)     . )(2)(
1

k
C

n

k

afrezidzzf∫ ∑
=

= π
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Observăm că în fond teorema reziduurilor este o traducere convenabilă a 
teoremei lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe folosind noţiunea de 
reziduu. Utilitatea sa constă în faptul că pentru calculul reziduurilor avem 
mijloace relativ simple. 
 Exemplu. Să se calculeze integrala: 

   dz
z

I
C

z∫ +
+

=
1

sin1 π

 unde C este elipsa 1
94

22

=+
yx . 

 În interiorul domeniului  mărginit de (C) sunt două singularităţi ale 

funcţiei 
z

zf z

+
+

=
1

sin1
)(

π

, şi anume 1−=z  pol simplu şi z=0 punct singular 

esenţial izolat. Folosind teorema reziduurilor avem: 
   )]0()1([2 rezfrezfiI +−= π  . 
Observăm că: 
  1)sin1()]()1[()1( 11 =+=+=− −=−= zzzzfzrezf π . 
Pentru a calcula reziduul relativ la punctul singular esenţial z=0, vom 
dezvolta pe f(z) în serie Laurent în jurul acestui punct: 
 ( )...1...)1()sin1(

1
1)( 3

3

!3
1

!1
132 +⋅−⋅+⋅+−+−=+

+
=

zzz zzz
z

zf πππ  

valabilă pentru 10 << z . Din produsul celor două serii reţinem numai 
coeficientul lui z

1 : 

  0sin...
!5!3

)0(
53

1 ==−+−== − ππππcrezf . 

Rezultă      iI π2= . 
 Reziduul unei funcţii relativ la punctul de la infinit. 
 Să presupunem că punctul de la infinit ∞=z  este un pol sau punct 
singular esenţial al funcţiei f(z). Notând cu 

u
z 1
=   rezultă că u = 0 este un 

pol; în vecinătatea originii putem scrie seria Laurent: 

  .........1 2
210

1 +++++++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− ucucc

u
c

u
c

u
f m

m   

adică 

      (7) .........)( 2
21

01 ++++++= −− z
c

z
c

czcczf m  

valabilă în coroana circulară { }∞<≤=∆ zR . 
 Prin definiţie coeficientul   din (7) se numeşte reziduul funcţiei f(z) 
relativ la punctul de la : 

1c
∞

 . +∞== zzfrezc )]([1
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Notând cu (C) o curbă închisă ce conţine originea şi parcursă în sens 
indirect, obţinem ţinând seama de noţiunea  de reziduu 
    (8)           dzzf

i
zfrez

C
z ∫=∞= )(

2
1)]([
π

. 

Din (6) şi (8) deducem uşor egalitatea: 

    (9)            . 0)]([)(
1

=+∑
∞

=
∞=

k
zk zfrezarezf

 
 14. Aplicaţii ale teoremei reziduurilor.  
       Teorema semireziduurilor. Exemple. 
 
 În cele ce urmează vom da câteva clase de integrale ce pot fi calculate 
folosind teorema reziduurilor. 
 În cazul când integrala care trebuie calculată nu este o integrală pe o 
curbă închisă, arcul de curbă pe care se integrează trebuie completat printr-
un alt arc de curbă convenabil ales. De obicei această completare se face 
prin arce de cerc sau drepte. 
 Integralele care apar se calculează folosind următoarea 

 
Lemă (Jordan) 

 
 1. Dacă 0)()(lim =−

→

zfaz
az

  şi (C) este un arc de cerc de pe cercul 

Raz =− , astfel încât βα ≤−≤ )arg( az , atunci  
  . 0)(lim

0
=∫

→

dzzf
CR

 2. Dacă  
                    ( ) 0)(lim =−

∞→

zfaz
R

  atunci 

  . 0)(lim =∫
∞→ CR

dzzf

  
I. Calculul integralelor de forma:  

          

  dx
xQ
xP

∫
+∞

∞− )(
)(      unde   

)(
)(

xQ
xP   este ireductibilă. 

 
 Pentru ca integrala să existe şi să fie convergentă vom presupune că 
polinomul Q(x) are numai rădăcini complexe şi că gradul polinomului Q(x) 
este mai mare decât gradul lui P(x) cu cel puţin două unităţi. Considerăm 
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funcţia complexă 
)(
)()(

zQ
zPzf =    unde rădăcinile   ale polinomului 

Q(z) situate în planul complex deasupra axei reale, vor fi poli pentru funcţia 
f(z). Ducem un semicerc  de rază R şi cu centrul în origine, situat 
deasupra axei reale (figura) care cuprinde toţi polii funcţiei f(z): 

nzzz ,...,, ,21

)(Γ

 
 
 
             y 
 
 
        )(Γ  
            2z
                             nz*          R              
                                                            2* z       
                                                            1* z      
                           x 
   -R         0            R 
 
 
 

Notăm cu  ],[)()( RRC −∪Γ=  parcursă în sens direct. Aplicând teorema 
reziduurilor obţinem: 

(1)        ∫ ∑∫
Γ =

=

+

−

=+
n

k
zz

R

R
K

zrezfidx
xQ
xPdz

zQ
zP

1

)(2
)(
)(

)(
)( π  

Deoarece  0)(lim =⋅
∞→

zfz
z

 avem ∫
Γ∞→

= 0
)(
)(lim dz

zQ
zP

R
. Cu acestea, trecând la 

limită când ∞→R   în (1) obţinem: 

(2)        ∫ ∑
∞

∞− =
==

n

k
zz k

zrezfidx
xQ
xP

1

)(2
)(
)( π , 

unde membrul drept reprezintă suma reziduurilor funcţiei P(z)/Q(z) relativ la 
polii situaţi deasupra axei reale. 
     

               II. Calculul integralelor de forma:      unde R este ∫
π

θθθ
2

0

)cos,(sin dR

raţională. Dacă se face schimbarea de variabilă , când θiez = θ  parcurge 
intervalul ]2,0[ π , z descrie cercul 1=z  o dată şi numai o dată, în sens direct. 
 Folosim formulele lui Euler: 
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

z
z

z
z

i
1

2
1cos,1

2
1sin θθ . 

Din relaţia  rezultă θθ diedz i= dz
iz

d 1
=θ .Integrala devine: dzzRI

z
∫
=

=
1

1 )(   

după care aplicăm teorema reziduurilor pentru calculul integralei pe 1=z  . 

 Exemplu. Să se calculeze: ∫ +
=

π

θ
θ

0 sin45
dI  . 

Cu substituţia , integrala devine: θiez =

  ∫∫
== −+

=⋅
−+

=
1

2
1

12 252
;

)(5
1

zz zi izz
dzI

iz
dz

z
I ,  

Funcţia de sub semnul integrală are polii simplii iziz 2,
2 21 −=−= , dintre care 

numai primul este interiorul cercului 1=z . Reziduul relativ la acest punct 

este:
i

zrezf
iz 3

1)(
3
1 =

−=
,  şi deci 

3
2π

=I . 

 Teorema semireziduurilor .Exemplu. 
 Fie (C) o curbă închisă netedă pe porţiuni ce cuprinde în interior un 
număr finit de puncte singulare izolate  ale funcţiei f(z) : nzzz ,...,, 21

 
          y 
 
       D 
          *                                                     nz
           *        Q     2z β   B 
         α    A 0z )(Γ  
          *            P 1z
                                             (C)           
            0             x  
       

    
 
Dacă pe curba (C) se află punctul , pol al funcţiei f(z) şi în  curba 

(C) are tangentă unică, atunci: 
0z 0z

(3)  ∫  ∑ =
=

⋅+=
C

zzk

n

k

zfrezizfrezidzzf
0

)]([)(2)(
1

ππ

 Demonstraţie. Fie  un cerc cu centrul în punctul  şi de rază R. 
Conform teoremei reziduurilor putem scrie relaţiile: 

)(Γ 0z
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 ...)(...)()( 0010
0

1 +−++−++
−

= − n
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Observăm că: 

    (5)  0)()(lim
0

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+ ∫∫

→ PBQPAQR
dzzfdzzf ( ∫∫ −−

→

=−=
PBQPAQR

cdzzfcdzzf ππ 11
0

)(,)(lim ) . 

 Pentru 0→R  integralele din seria Tayloriană sunt nule. 
          Adunând relaţiile (4) şi trecând la limită ( ), în baza relaţiei (5) 
obţinem formula (3). 

0→R

Observaţie. În general, teorema semireziduurilor, poate fi scrisă sub forma: 

  ∫ ∑∑ =
=

=
=

+=
C

az

m

j
zz

p

k
jK

zrezfizfrezidzzf
11

)()(2)( ππ  

unde   şi  reprezintă respectiv punctele singulare din 
interiorul lui (C) şi de pe curba (C) ale funcţiei f(z). 

_____
,1, pkzk =

_____
,1, mjj =α

 Exemplu. Să se calculeze integrala: ∫
= −

=
1 )1(z zz

dzI  

  Funcţia  are polii simplii z = 0 şi z = 1 Cercul )(Γ  de ecuaţie 1=z  
trece prin polul z = 1. 
                                                               y 
   
 
                            0 
                                                                  1                 x 
 
 
 
Aplicând teorema semireziduurilor, obţinem: 
  10 )()(2 == ⋅+⋅= zz zrezfizrezfiI ππ  
Avem: 1)()( lim

0
0 −==

→
= zzfzrezf

z
z  şi 1)]()1[()( lim

1
1 =−=

→
= zfzzrezf

z
z . 
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Deci: .iI π−=            
 
 15. Funcţii elementare.
 
a) Funcţia radical: zzf =)( . 
 Fie 2

θ

ρ iez ⋅= ; obţinem pentru f(z) două valori: 
   (1)        22 )(,)( 21

θθ

ρρ ii ezfezf ⋅−=⋅=  . 
 Deci funcţia radical este o funcţie multiformă. Funcţiile  şi  se 
numesc ramurile funcţiei f(z). 

1f 2f

 Fie şi  două puncte din planul complex (w) (figura) având 
respectiv argumentele 

)( 00 zM )(zM

0θ  şi θ . 

          Dacă punctul z descrie arcul  fără să înconjoare originea, atunci 
argumentul lui variază de la 

________

0MM

0θ la θ , iar valorile funcţiilor şi în punctul M(z) 
vor fi: 

 2
2

2
1 ,)(

θθ

ρρ
ii

efezf ⋅−=⋅=  . 
 
 
 
 
       y       M(z) 
 
                 D 
 
 
 
        
               )( 00 zM
        θ  
              0θ  
      0                x  
 
 
 
Dacă punctul z descrie un arc ce uneşte pe  cu M înconjurând originea, 
atunci argumentul lui variază de la 

0M

0θ  la πθ 20 + . Valorile funcţiilor  şi  
în punctul M(z) vor fi: 

1f 2f

 76



(2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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)()(

)()(

1
22/)2(*
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2
22/)2(*

1

zfeezf

zfeezf
ii

ii

θ
πθ

θ
πθ

ρρ

ρρ
 

  
Deci valorile funcţiilor  şi  se schimbă când punctul z descrie un 

arc ce înconjoară originea. Din acest motiv punctul z = 0 se numeşte punct 
de ramificaţie sau punct critic al funcţiei multiforme 

1f 2f

zzf =)( . 
 Dacă în planul complex efectuăm o tăietură după o semidreaptă ce 
pleacă din origine, atunci argumentul punctului poate lua valori numai între 
0 şi π2 , deoarece z nu mai poate descrie arcul care să înconjoare originea. 
Prin tăietura făcută funcţiile multiforme  şi  devin funcţii 
uniforme. 

)(1 zf )(2 zf

 Funcţia n zzf =)( . este o funcţie multiformă, având n ramuri: 
 nkin

k ezf /)2(
1 )( πθρ +
+ ⋅=        { }1,...,2,1,0 −∈ nk . 

 Punctul z = 0 este punctul de ramificaţie sau punct critic al funcţiei 
f(z). Prin efectuarea unei tăieturi în planul complex printr-o semidreaptă ce 
pleacă din origine funcţiile  devin uniforme. )(1 zf k+

b) Funcţia exponenţială şi funcţia logaritmică. 
 Definim funcţia exponenţială  prin: ze

      (3)    )sin(cos1lim yiye
n
ze x

n

n

z +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→

 

Aceasta este o funcţie olomorfă în tot planul C. 
 Funcţia  ia orice valoare din planul complex în afară de  0. Fie 

. Să determinăm pe z astfel încât:    .  Scriind    
z = x + iy, obţinem ,  de unde: 

ze
0, ≠⋅= ρρ θiew θρ iz ewe .⋅==

θρ iiyx eee == .,
     (4)      ρln=x  şi Zkky ∈+= ,2 πθ . 
 Soluţia generală a ecuaţiei  se numeşte logaritmul lui w, se 
notează Ln w şi are expresia: 

we z =

     (5)      Ln )2(ln πθρ kiw ++=  
sau 
    (6)       Ln )2(argln πkwiww ++=  
unde arg w este argumentul principal al lui w. Pentru k = 0, obţinem 

wiwLnw argln +=  care se numeşte valoarea principală a lui Ln w şi se 
notează ln w. Deci: 
           (7)             ln wiww argln += .  

Considerând pe w variabil punând în (6) în locul lui w pe z, obţinem 
funcţia logaritmică: 
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          (8)           Ln )2(argln πkzizz ++=  
iar pentru k = 0 valoarea principală 
            (9)            ln zizz argln += . 
 Funcţia logaritmică este o funcţie multiformă având o infinitate de 
ramuri. Aceste ramuri devin funcţii uniforme dacă efectuăm o tăietură după 
o semidreaptă ce pleacă din origine. 
c) Funcţia . Dacă αzzf =)( 0≠z , atunci: 
        (10)  kizLnz eeez απααα ⋅⋅== 2ln

În raport cu α . distingem trei cazuri: 
 1. Z∈α , deducem  şi din (10)  este o funcţie 
uniformă în tot planul complex. 

12 =⋅ kie απ zez lnαα =

 2. Q∈α , q
p=α  p,q întregi, prime între ele, 0≠q . Obţinem funcţia 

multiformă q pzz =α  care are q ramuri şi z = 0 punct de ramificaţie. 
 3. C∈α , funcţia  este o funcţie multiformă cu o infinitate de 
ramuri. 

αzzf =)(

d) Funcţii circulare şi inversele lor. Funcţii hiperbolice. 
Funcţiile circulare sin z, cos z prin definiţie sunt date de relaţiile: 

       (11) 
2

cos,
2

sin
iziziziz eez

i
eez

−− +
=

−
=  . 

Deoarece  are perioada ize π2 , sin z şi cos z au perioada π2 . Dezvoltarea în 
serie de puteri este: 
  

       (12)       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−++−=

+
−

−++−=
−

+

...
)!2(

)1(...
!2

1cos

...
)!12(

)1(...
!3

sin

22

12
1

3

n
zzz

si
n
zzzz

n
n

n
n

 

  
Funcţia tg z se defineşte astfel: 

      (13)  
1
11

cos
sin

2

2

+
−

== iz

iz

e
e

iz
ztgz  

şi are perioada π . 
Funcţia w = f(z), definită de 
      (14)   cosw=z                                                                                      
se    numeşte arccos şi se notează:w =Arccos z. Din (11) şi (14) obţinem:     

21 zizeiw −±= şi deci: 
    (15)   )1(1cos 2zizLn

i
zArc −±=  
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Funcţia 
    (16)  )1ln(1arccos 2ziz

i
z −±=  

se numeşte determinarea principală a funcţiei multiforme Arccos z. Funcţia 
(15) are o infinitate de ramuri şi două puncte critice  1±=z . Aceste ramuri 
devin funcţii uniforme, dacă efectuăm în planul complex două tăieturi de 
forma: 
 
       y  
 
 
 
 
 
                       
      -1       0      1    x  
 
 
 
 
Funcţia w = Arcsin z este definită de ecuaţia sin w = z. Obţinem: 
    
  (17)  )1(1sin 2zizLn

i
zArc −±=  

Funcţia 
    (18)  )1ln(1sin 2ziz

i
zArc −±=  

 
se numeşte determinarea principală a lui Arcsin z. Putem scrie: 
    

 (19)   
⎩
⎨
⎧

−+
+

=
zk

zk
zArc

arcsin)12(
arcsin2

sin
π
π

 
Funcţia w = Arctg z se defineşte prin ecuaţia tg w = z, de unde 

iz
zi
zie iw ±≠

+
−

= ,2  deci ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

=
zi
zi

i
Arctgz ln

2
1  care este o funcţie multiformă 

având o infinitate de ramuri şi ca puncte critice pe i± . 
 
Determinarea principală a lui Arctg z este : 
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 (20) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

=
zi
zi

i
arctgz ln

2
1 . 

 
 
Funcţiile hiperbolice sh z şi ch z se definesc prin formulele: 
     

(21) sh z ,
2

zz ee −−
= ch z

2

zz ee −+
=   . 

 
De aici observăm că: cos iz=ch z, sin iz=i sh z,ch z-sh z=1   . Aceste 
funcţii hiperbolice ca şi   sunt funcţii periodice de perioadă 

2 2

ze π2 i. 
 
 
                       16. Probleme propuse.
 
 
  1. Să se studieze seriile următoare: 
 

              a) ∑
∞

=1 )2(n
ni

n ;       b)  ∑
∞

=1 2
cos

n
n

in ;        c)  ∑
∞

=1
3

2

n

in

n
e . 

 
 2. Să se calculeze: 
 

            ∫ −
+1

0 1
23 dt
it
it . 

 
 
 3. Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u(x,y) + iv(x,y) când: 
 
            a)   ;  );ln2)((:;0)1(),ln(),( 22 zzfRfyxyxu ==+=
 

            b)   ))((:;1
4

,
22cos

2),( tgzzfRf
ychx

yshyxv ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

π ;  

 
            c)     

2
1)1(,0)0(),(),( /22 ==++= ffyxxyxu ϕ ;ϕ  derivabilă 

     ).)((: zzfR =            
  
 

 80



4. Să se studieze transformarea conformă: 
   

        
2

1
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
z
zw şi să se afle imaginea cercului  1=z  din planul (z). 

  
 
5. Să se dezvolte în serie Laurent funcţia: 
 
  
         

23
32)( 2 +−

+
=

zz
zzf     în domeniile:  a) 1<z ;  b) 21 << z ;  c) 2>z . 

  
 
  

 6. Să se calculeze :       44:)(,
1

22
2 =+
+∫ yxCundedz

z
e

C

ziπ

 . 

 
 
 
 7. Folosind teorema reziduurilor să se calculeze: 
 
    

              a)       dz
zz

e

z

z

∫
= −1

1

)1(
; 

 
    
 
             b)        .22:,

)1)(1(
22

2 yxyxundeC
zz

dz

C

+=+
+−∫  ; 

 
    
 
            c)        .3:,

)4)(1( 2 =
+−∫ zundeC

zz
zdz

C

. 
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 8. Să se calculeze integralele: 
 

                a)       ∫
∞

∞− +
dx

x
x

16

2

   ; 

     
 

               b)           (integrala lui Poisson); Rbabxdxe ax ∈>∫
∞

− ,0,cos
0

2

 
 

              c)       ∫
∞

∞− +−
= dx

xx
xxI

136
sin

21  şi   ∫
∞

∞− +−
= dx

xx
xxI

136
cos

22 ; 

 

              d)         ∫ +

π

θ
θ2

0
2)cos45(

d ; 

 

               e)        ∫ ∈>
+−

π

θ
θ
θ2

0
2 ,1,

cos21
cos nad

aa
n *N . 

 
 
 9. Să se calculeze :      
   
                                      a)    ;     iiz =
                                      
                                      b)  =z sh )1( i−  . 
 
10. Să se rezolve ecuaţiile:    
 
         a)         ; 2sin =z
 
 
         b)       

5
31 itgz −

= ;   
 
 
 
 
        c)        ch z –sh z=1. 
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CAPITOLUL III 

 
FUNCŢII SPECIALE

 
1. Sisteme de funcţii ortogonale. Polinoamele lui Laguerre. 

Polinoamele lui Cebîşev.
 
 Fie ( ) , un sistem de funcţii (reale sau complexe) de 
pătrat integrabil pe Ώ. 

)(xfn Nn∈
pRL ⊂ΩΩ∈ ),(2

 Definiţie. Sistemul de funcţii  este un sistem ortogonal pe Nnnf ∈}{ pR⊂Ω  , 
dacă: 

       (fm,,fn)= . 
⎩
⎨
⎧

=>
≠

=∫
Ω nmC

nm
dxxfxf

n
nm ,0

,0
)()(

 Dacă pentru orice  avem Nn∈ 1=nC , atunci sistemul de funcţii ( )  
se numeşte ortonormat. 

)(xfn Nn∈

 Propoziţia 1. Fie { }  un sistem ortogonal de funcţii din  . 

Atunci sistemul de funcţii  

)(xfn Nk∈ )(2 ΩL

Nkk

k

f
xf

∈
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ )( este un sistem ortonormat de funcţii din 

. )(2 ΩL
 Propoziţia 2. Sistemul trigonometric: 
 
(1)   ,...,,...,

2
,

2
,, sincossincossincos,1 l

xn
l
xn

l
x

l
x

l
x

l
x ππππππ                  este un sistem ortogonal pe  

 intervalul (-l,l) şi (fn(x),,fm(x))=  unde  este un element                

oarecare al şirului (1)  
⎩
⎨
⎧

=
≠

=∫
− nml

nm
dxxfxf m

l

l
n ,

,0
)()( )(xfk

.Nk ∈
 Demonstraţie. Pentru orice  , avem: *Nn∈
 

  ( ) 0sincos 1 == −
−
∫ l

ll
xn

n

l

l
l
xn dx π

π
π ; 

 

  ( ) 0cossin 1 == −
−
∫ l

ll
xn

n

l

l
l
xn dx π

π
π ; 
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 ( ) ldx l
ll

xn
l

l
l
xn =+= −

−
∫ ππ 2

2
12 cos1cos ; 

 

( ) .cos1sin 2
2
12 ldx l

ll
xn

l

l
l
xn =−= −

−
∫ ππ ; 

  
De asemenea, pentru orice m,n întregi, m≠ n, avem: 

0])cos()[cos(coscos 2
1 =−++= ∫∫
−−

dxmnmndx l
x

l

l
l
x

l
xm

l

l
l
xn ππππ  etc. 

Formulele de mai sus, arată că sistemul (1) este un sistem ortogonal pe 
intervalul (-l,l) . 
    Normalizând (1) obţinem şirul fundamental ortonormat: 

(2)      ,...,,...,
2

,
2

,, sin1cos1sin1cos1sin1cos1,
2
1

l
xn

l
xn

l
x

l
x

l
x

l
x

lllllll
ππππππ    

    Efectuând schimbarea de variabilă t
l
x
=

π , sistemul (1) devine : 

(3) 1,cos t,sin t, cos 2t, sin 2t, ... , cos nt, sin nt, ... . 
 
     Normalizând sistemul trigonometric (3), obţinem sistemul ortonormat : 

(4)     ,...
1

,
1

,...,2cos
1

,2sin
1

,
1

, sincossincos1,
2
1 ntnttt tt

πππππππ
  . 

  
Definiţie. Fie { }   un sistem de funcţii de pătrat integrabil pe )(xf k Nk∈ Ω   şi 

p(x) o funcţie reală de pătrat integrabil pe Ω   . Sistemul de funcţii { }  este 
ortogonal cu ponderea p(x) pe , dacă : 

)(xf k Nk∈

Ω

))()(),(( xfxpxf nm =
⎩
⎨
⎧

=>
≠

=∫
Ω nmC

nm
dxxfxfxp

n
nm ,0

,0
)()()( . 

  Exemplu. 
  

Polinoamele lui Laguerre.  
 Numim polinom Laguerre polinomul definit prin relaţia: 

(5)  L n(x)= ,...}2,1,0{),( ∈− nex
dx
de xn

n

n
x  

unde x  . 0≥
 Polinoamele lui Laguerre reprezintă un sistem ortogonal de funcţii cu 
ponderea p(x)=e-x pe intervalul ),0( ∞  şi  
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  }.,,)!(;,,0{)()())(),(( 2

0

mnpentrunmnpentrudxxLxLexLexL mn
x

m
x

n =≠== ∫
∞

−−

     
 Polinoamele lui Laguerre verifică ecuaţia diferenţială:  şi 0)1( ''' =+−+ nyyxxy

x
n e

n
xL

!
1)(* = )( xn

n

n

ex
dx
d − formează un şir ortonormat cu ponderea e-x pe 

intervalul . ),0( ∞
 În mod analog se arată că polinoamele lui Cebâşev 

,...}2,1,0{),arccoscos(2)( ∈= nxnxTn π
sunt polinoame ortogonale cu ponderea 

211)( xxp −=   pe intervalul (-1,1); ele verifică ecuaţia   
precum şi relaţia de recurenţă:     

0)1( 2'''2 =+−− ynxyyx

                ,...}.2,1{,0)()(2)( 11 ∈=+− −+ nxTxxTxT nnn  . 
 

 2. Funcţiile lui Euler. 
   
 Numim funcţia lui Euler de speţa II, sau funcţia gama, funcţia complexă )(zΓ   
definită de  integrala: 

(1)       ,    ∫
∞

−−=Γ
0

1)( dtetz tz iyxz += ,  x .0>

Observăm că putem scrie: 

∫∫
∞

−−−− +=Γ
1

1
1

0

1)( dtetdtetz tztz  . 

 
 Pentru a arăta convergenţa integralei improprii  observăm că: 

  0,
1

1
1

1
1

1
1

1 >==≤ ∫∫∫∫ −−−−−−−− adttedtttedttedtte
a

xt

a

iyxt

a

zt

a

zt  

 ).1( =iyi    
 Pentru 0<t<1,e-t<1 şi obţinem: 

 0,0,11
1

1
1 >>

−
=≤ ∫∫ −−− xa

x
adttdtte

a

x
x

a

zt . 

 Pentru,a  membrul al doilea devine 0→
x
1  ceea ce arată că integrala improprie 

 este convergentă pentru x>0 . ∫ −−
1

0

1 dtet tz
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 Pentru a doua integrală improprie  observăm că, ∫
∞

−−

1

1 dtet tz

1,1

11

1 >≤ −−−− ∫∫ bdttedtte x
b

t
b

zt   care este convergentă (criteriul integral a lui   Cauchy) 

deoarece seria  ,∑ nu n

x

n e
nu

1−

=   şi integrala  au aceeaşi natură dtte xt 1

1

−
∞

−∫

(  convergentă   seria este convergentă , ). ∫
∞

1

)( dxxf ⇔ ∑
∞

1
)(nf 1)( −−= xt texf

( este convergentă(criteriul raportului)). Deci ∑ nu )(zΓ  este convergentă. 
 Propoziţie. Funcţia   verifică ecuaţia funcţională  )(zΓ

(2)        =z . )1( +Γ z )(zΓ
 Într-adevăr, integrând prin părţi, obţinem: 

)1( +Γ z = ),()( 1

0
0

0

zzdttezetedt zttztz Γ=+−=− −
∞

−∞−−
∞

∫∫  

deci ecuaţia (2). Scriind formula (2) pentru },...,2,1,{ nzzzzz +++∈  şi apoi înmulţind 
relaţiile astfel obţinute găsim: 

(3)      )())...(1()1( znzzznz Γ++=++Γ  .  
Pentru z =1 avem: 
   şi deoarece )1()!1()2( Γ+=+Γ nn 1)1( =Γ  
obţinem: 

(4)            . !)1( nn =+Γ
 Datorită proprietăţilor(3) şi (4) funcţia Γ  se mai numeşte funcţie factorial.  
 Dacă  graficul funcţiei  +∈Rx )(xΓ este: 
 
                                                    y 
 
 
 
 
 
                                             1 
 
                                            0    1 x0  2                                 x 
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(  deci ∫
∞

−− >=Γ
0

21" 0)(ln)( dtttex xt )(xΓ  este o funcţie convexă). Funcţia )(zΓ  are 

proprietatea: 
(5)       =)(zΓ )1( z−Γ⋅

zπ
π

sin
  

numită ecuaţia complementelor. Între valorile importante ale funcţiei  avem: )(zΓ

  ∫∫
∞

−
∞ −

===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

00

2

2
2
1 πduedt

t
e u

t

. 

 
Înlocuind variabila de integrare t cu t2 în formula (1) obţinem: 

(6)       . ∫
∞

−−=Γ
0

122)( dttez zt

Numim funcţia lui Euler de speţa I funcţia definită prin relaţia: 

(7)        Rep>0, Req>0. =),( qpB ,)1( 1
1

0

1 dttt qp −− −∫
Funcţia este simetrică în raport cu p şi q adică  Are loc 
următoarea: 

),( qpB ).,(),( pqBqpB =

 Teoremă. Funcţia lui Euler de speţa I, verifică relaţia: ),( qpB

(8)    =),( qpB ,
)(
)()(

qp
qp

+Γ
ΓΓ  Rep>0, Req>0. 

 
 Demonstraţie
Folosind formula (6) pentru funcţia, )(zΓ  putem scrie: 

  . ∫ ∫
∞ ∞

−−+−=ΓΓ
0 0

1212)( 22

4)()( dudvvueqp qpvu

Trecând de la coordonatele polare θρθρ sin,cos == vu   obţinem: 
 

 )( pΓ θθθθρθθρ
π

ρ dqpddeq qpqpqp∫∫ ∫ −−−−−+− +Γ==Γ
2

0

121212121)(2 sincos)(2sincos4)(
2  . 

                    
2

0,0 πθρ ≤≤≥  

 Pe de altă parte, făcând substituţia  observăm că   θ2cos=t

B(p,q)= θθθ
π

dqp∫ −−
2

0

1212 sincos2    . Cu aceasta, relaţia de mai sus dă formula (8). 
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                   3. Funcţiile Bessel.

 
 Fie ν  un număr real sau complex. Ecuaţia diferenţială: 
 

(1)          0)( 222 =−+′+′′ yxyxyx ν
 
se numeşte  ecuaţia lui Bessel. 
 Definiţia 1. Numim funcţii Bessel sau funcţii cilindrice soluţiilor ecuaţiei lui 
Bessel. Aceste funcţii apar la rezolvarea ecuaţiilor fizicii matematice, teoria 
potenţialului, precum şi la studiul vibraţiilor proprii ale membranelor circulare. 
Vom căuta soluţia ecuaţiei lui Bessel sub forma unei serii de forma: 
 

(2)   y(x)=xr∑
∞

=0k

k
k xa   

 
unde r şi  trebuie astfel determinate încât seria (2) să verifice ecuaţia lui Bessel 
(1). 

ka

 Din (2) obţinem: 
  

(3)   . 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−++=

+=

∑

∑
∞

=

−+

∞

=

−+

0

2"

0

1'

)1)((

)(

k

rk
k

k

rk
k

xrkrkay

xrkay

 
 Înlocuind în ecuaţia lui Bessel şi simplificând cu  obţinem: rx

(4)         . ∑∑
∞

=

∞

=

−=−+
00

22 ])[(
k

k
k

k

k
k xaxvrka

 
Prin identificare, obţinem relaţiile: 
 

(5)       

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∈−=−+

=−+

=−

− ,...}4,3,2{,])[(
,..............................
0])1[(

,0)(

2
22

22
1

22
0

kavkra

vra

vra

kk
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Presupunând   (fapt posibil întotdeauna, prin schimbarea indicelui de 
sumare) obţinem ,de  unde  

00 ≠a
022 =− vr vr =   şi  vr −= . 

 Cazul 1. Considerăm vr = . Din a doua relaţie din (5) obţinem 0)12(1 =+va . 
Cum coeficientul  intervine în ecuaţia lui Bessel la pătrat, atunci dacă  v  este real 
putem considera    deci 0≥v 012 ≠+v   de unde 01 =a    . Dacă  este complex, 
atunci evident    şi 

v
012 ≠+v 01 =a  . În concluzie, putem considera 01 =a  

întotdeauna . Din relaţia de recurenţă, 
   
     ( ) obţinem: 2

22 ])[( −−=−+ kk avka ν k 3≥

 
(6)     ,...}.3,2,1,0{,0...... 12531 ∈====== + kaaaa k                                                                

Deci  toţi coeficienţii de  indici impari  ai seriei (2) sunt  0. Pentru coeficienţii  de 
ordin par, considerând k=2n, avem: 

(7)      ,...},3,2,1{,)44( 22
2

2 ∈−=+ − nanvna nn

sau  
 (8)    )  = - , +nn(4 v na2 22 −na ,...}.3,2,1{∈n  

Făcând pe n din (8) 1,2,...,n şi înmulţind termen cu termen aceste egalităţi, 
obţinem: 

(9)    
))...(2)(1(!2

)1(
2

0
2 nvvvn

a
a n

n

n +++
−

=  . 

 
 Deoarece  )())...(1()1( znzzznz Γ++=++Γ   şi )()1( zzz Γ=+Γ  observăm că: 

(10)         ,...}2,1,0{,
)1(!2

)1()1(
2

0
2 ∈

++Γ
+Γ−

= n
nvn
va

a n

n

n . 

  Deoarece  este arbitrar, considerăm că  şi astfel pentru 
soluţia ecuaţiei lui Bessel găsim: 

0a vva −=+Γ 2)1(0

(11)     
n

n

nv x
nvn

xy
2

0 2)1(!
)1(

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

.  

 Cu ajutorul criteriului lui D`Alembert se verifică imediat că seria de puteri 
(11) are raza de convergenţă infinită. 
 Definiţia 2. Funcţia definită de (11) se numeşte funcţia lui Bessel de speţa I 
şi de ordin (indice)   şi se notează Deci: v )(xIν

(12)     
n

n

nv

v
x

nvn
xxI

2

0 2)1(!
)1(

2
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

  

 Cazul 2. Considerăm r=-  . Dacă v nv ≠  , ,...}3,2,1{∈n , deci  nu este număr 
întreg şi pozitiv atunci toţi coeficienţii de ordin impar sunt nuli, iar cei de ordin par 

v
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se obţin din (9) înlocuind pe   cu –v  . Luând pentru  valoarea,  
obţinem pentru ecuaţia (1) a lui Bessel soluţia: 

v νν 2)1(0 =+−Γa

(13)     
n

n

nv

v
x

nv
1
+

−
n

xxI
2

0 2)1(!
)(

2
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−Γ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

−

− , nv ≠  . 

 Ca şi în cazul precedent se arată că seria (13) este convergentă pentru orice x.   
Cele două soluţii  sunt liniar independente. În consecinţă,  soluţia generală a 
ecuaţiei lui Bessel va fi:  

(14)         ),()()( 21 xICxICxy υυ −+= nv ≠ . 
 Funcţii Bessel de indice întreg pozitiv. Pentru  pv =  număr întreg ( ) 
obţinem: 

1≥p

(15)     
n

pn

np

p
x

npn
xxI

2

2)1(!
)1(

2
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++−Γ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

−

−  . 

şi       . )()1()( xIxI p
p

p −=−

  
Definiţia 3. Numim funcţia lui Bessel de speţa II sau funcţia lui Neumann de 

ordinul ν  funcţia definită prin relaţia: 

(16) nv
v

xIxIv
xN vv

v ≠
−

= − ,
sin

)()(cos
)(

π
π   

fiind număr întreg. Funcţia  este soluţie a ecuaţiei lui Bessel. )(xNv

  
 
 

4. Polinoame Hermite. Relaţia de recurenţă.    Ecuaţia diferenţială. 
Proprietăţi.

Funcţia generatoare.
 
  
 Aceste polinoame apar la studiul oscilatorului armonic liniar în mecanica 
cuantică. 
 Definiţie. Numim polinom Hermite polinomul definit prin relaţia: 

(1)      )(xH n ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−=
22

)1( x
dx
dxn ee n

n , ,...}.3,2,1,0{∈n   

Pentru  găsim: }3,2,1,0{∈n
  
              ,2)(,1)( 10 xxHxH == .128)(,24)( 3

3
2

2 xxxHxxH −=−=
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 Observăm că grad . Dacă n este impar, atunci polinomul )(xH n H n  conţine 
numai termeni cu puteri impare ale lui x, iar pentru n par H n(x) conţine numai 
termeni cu puteri pare ale lui x.   

Notăm  . Avem  şi aplicând formula lui Leibniz de 
derivare, obţinem:   

2

)( xexu −=
2

2' xxeu −−=

( ) [ ])()()1(22)( )1()()1()2( 2

xxuxunxexu nnnxn ++−+ ++−=−= ,de unde 
(2)         . 0)()1(2)(2)( )()1()2( =+++ ++ xunxxuxu nnn

 Înmulţind relaţia (2) cu  se obţine formula de recurenţă: 22)1( xn e+−
(3)      H n+2(x)-2x H n+1(x)+2(n+1) H  n(x)=0 . 

  
Observăm că H

2

)1()()( xnn exu −−= n(x). 
 Înlocuind aceasta în (2) obţinem ecuaţia diferenţială a polinoamelor lui Hermite: 

(4)       .022 =+′−′′ nyyxy
  

Propoziţie. Polinoamele Hermite sunt funcţii ortogonale cu ponderea 
p(x)=e  pe intervalul   şi: 2x− ),( ∞−∞

(5)       ∫
∞

∞−

−

⎩
⎨
⎧

=

≠
=

nmn

nm
dxxHxHe

nnm
x

,!2

,0
)()(

2

π
. 

 Demonstraţie. Integrând prin părţi obţinem I=0 pentru nm ≠ ,si pentru nm =  , 

I= ∫
∞

∞−

− = π!2!2
2

ndxen nxn . 

Polinoamele lui Hermite se pot obţine din funcţia generatoare: 
(6)   f(x,t)= . 222 )(2 xtxttx eee −−− =

 Dezvoltând în serie Taylor în raport cu t, obţinem: 

(7)      f(x,t)= 
!

)(
0 n

txH
n

n
n∑

∞

=

  

unde coeficienţii  ai seriei de puteri (7) reprezintă polinoamele lui Hermite 
abstracţie făcând de un factor de proporţionalitate. 

)(xH n

 Avem: 0)(2,2 =−+
∂
∂

=
∂
∂ fxt

t
ftf

x
f  de unde găsim relaţia de recurenţă (3). 

  
5. Polinoame Legendre. Relaţia de recurenţă.

Ecuaţia diferenţială. Proprietăţi.
Funcţia generatoare.

  
 Polinoamele lui Legendre intervin în studiul ecuaţiei lui Laplace, în teoria 
potenţialului, etc. 
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 Definiţie. Numim  polinom Legendre polinomul definit prin relaţia: 
 

(1)   [ n
n

n

nn x
dx
d

n
xL )1(

!2
1)( 2 −= ] , ,...}2,1,0{∈n . 

Această formulă se mai numeşte formula lui Rodrigues. Pentru deducerea 
proprietăţilor acestor polinoame vom nota u(x)=(x2-1)n . Derivând, avem, 
u’(x)=2nx(x2-1)n-1 de unde: 

(2)   (x2-1)u’(x)-2nxu(x)=0. 
 Derivând relaţia (2) de (n+1) ori după formula lui Leibniz obţinem: 

 
(x2-1)u(n+2)(x)+2xu(n+1)(x)-n(n+1)u(n)(x)=0. 

 

Înmulţind această ecuaţie cu (2/1 nn!)  şi ţinând seama că          =)()( xu n [ ]n
n

n

x
dx
d )1( 2 −     

relaţia de mai sus devine: 
(3)  .  0)()1()(2)()1( '"2 =+−+− xLnnxxLxLx nnn

Deci polinoamele lui Legendre verifică ecuaţia diferenţială: 
 
(4)  . 0)1(2)1( '"2 =+−+− ynnxyyx
 

 Polinomele lui Legendre se pot obţine din funcţia generatoare: 
(5)    f( ]1,1[),1,0(,

21

1),
2

−∈∈
−+

= x
x

x ρ
ρρ

ρ . 

 
 Pentru a vedea semnificaţia acestei funcţii vom presupune că în 

punctul M0 din spaţiu există o sarcină electrică pozitivă egală, cu unitatea. Această 
sarcină creează un câmp electrostatic a cărui valoare într-un punct M M≠ 0 este  

                         E(M)= R
R

,1
2 =M0M.  

 Potenţialul câmpului electrostatic se notează cu V(M)=1/R. Notând cu 
O originea reperului şi cu ∠== θθ ,cosx (OM0,OM) obţinem din triunghiul OMM0: 
R= rxrrr 0

2
0

2 2−+ , unde r=OM, r0=OM0. În consecinţă, potenţialul corespunzător 
punctului M va fi: 

   V(M)= 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<=
−+

<=
−+

=
1,

21

11

1,
21

11

1
0

2

0
2

0

r
r

xr

r
r

xr

R ρ
ρρ

ρ
ρρ

. 
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 În ambele cazuri apare funcţia generatoare ),( xf ρ  a polinoamelor lui 
Legendre cu restricţiile  şi]1,1[−∈x ]1,0[∈ρ  . Considerând pe ρ  suficient de mic 
putem dezvolta în serie după puterile lui ρ , obţinând: 
 

(6)  
[ ] ( ) ( )( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∑
∞

=
=+−++=

=+−+−+=−+=

+−

−−
−

−

0
)(1

...)2()2(1)2(1),(

...
2
33

2
53

2
12

2
32

22
!2

2
3

2
1

2
122

1
2

n
xLxx

xxxxf

n
nxx ρρρρ

ρρρρρρρ
. 

   
         Polinoamele  sunt polinoamele lui Legendre. )(xLn

Luând, de exemplu, x=1 obţinem: 
       ...1),1( 2 +++= ρρρf

adică Ln(1)=1,  ,...}.2,1,0{∈n
Polinoamele lui Legendre verifică relaţia de recurenţă: 
 
(7)     .0)()()12()()1( 11 =++−+ −+ xnLxxLnxLn nnn  

  
    Pentru a obţine relaţia de recurenţă (7) derivăm expresia (5) şi obţinem: 

 
(8)       0)()21( 2 =−−

∂
∂

+− fxfx ρ
ρ

ρρ . 

  
      Substituind în (8) expresia (6) a lui f, obţinem: 
 

0)()()()21(
01

12 =−++− ∑∑
∞

=

∞

=

− n

n
n

n

n
n xLxxnLx ρρρρρ . 

 
 
Egalând cu zero coeficientul lui  obţinem (7). nρ
 
 
Propoziţie. Polinoamele lui Legendre sunt funcţii ortogonale pe [-1,1] şi  
                      
   

                             
⎩
⎨
⎧

=+
≠

=∫
− nmn

nm
dxxLxL mn ),12(2

,0
)()(

1

1

`. 
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6. Probleme propuse. 

 
 

 
1. Să se calculeze integrala:   . 
                       

                   ∫= 2
0

46 cossin
π

xdxxI  . 

 

2. Să se calculeze integrala: 

     

                   ∫
∞

+
=

0 36

2

)1( x
dxxI . 

 

3. Să se calculeze integrala:  

       

                    ∫
∞

+
=

0 8 .
1 x

dxI  

 

4. Să se dezvolte în serie de polinoame Legendre funcţiile: 

                

                a)    ; xxf =)(

               

                b)     
2

1)( xxf −= . 

 

5. Să se integreze ecuaţia lui Bessel: 

  

               ( ) 09 4
12///2 =⋅−+⋅+⋅ yxyxyx  . 
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CAPITOLUL IV
  

 SERII FOURIER
 
1. Serii Fourier pentru funcţii. Funcţii periodice. Transformata periodică. 
Dezvoltarea în serie Fourier a unei funcţii periodice cu perioada 2π . 
Exemplu.  
 
 Funcţiile periodice constituie una din clasele de funcţii care datorită 
proprietăţilor lor intervin frecvent în diverse probleme teoretice şi practice. Un 
mijloc de reprezentare şi studiu al acestor funcţii îl constituie dezvoltarea în 
serie Fourier. În multe cazuri dezvoltarea în serie Fourier este mai convenabilă 
decât dezvoltarea în serie Taylor.  

Termenii unei serii Fourier sunt funcţii periodice cu care putem descrie 
fenomene oscilatorii. O altă calitate a seriilor Fourier este şi aceea că termenii 
săi au proprietatea  de ortogonalitate.  
 Spunem că funcţia ( )CR ∨=ΓΓ→Rf :   este o funcţie periodică de 
perioadă T > 0 dacă: ( ) ( ) Rx ∈∀=+ ,xfTxf . Dacă T este perioada funcţiei f(x) 
atunci şi kT,   este perioadă. Fie supp f =[a,b] . Numim transformata 
periodică   a funcţiei f , funcţia 

*,Zk ∈
Γ→RfT :ω , definită prin relaţia 

, . Transformata periodică  este o 

funcţie periodică de perioadă T. 

∑
∞

−∞=

∈+==
k

TT RxkTxfxfxf ),()()(
~

ω )(
~

xff Tω=

 
 Definiţia 1.Prin polinom trigonometric de ordinul n înţelegem funcţia: 

∑
=

++=
n

k
kkn kxbkxa

a
x

1

0 )sincos(
2

)(T                      (1)           

 unde coeficienţii         sunt   numere reale. }),...,2,1{(,,0 nkbaa kk ∈

 Observăm că polinomul   din (1) este o funcţie periodică de perioadă )(xTn

π2=T  . 
 Definiţia 2. Numim serie trigonometrică seria de forma: 

)sincos(
2 1

0 kxbkxa
a

k
k

k ++ ∑
∞

=

 .  (2)          

Dacă seria trigonometrică (2) este convergentă , atunci suma ei f(x) va fi o 
funcţie periodică de perioadă T= π2 . Seria trigonometrică s-a obţinut cu ajutorul 
sistemului trigonometric fundamental : 
 (3)            ,...sin,cos...,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx
Acest sistem este un sistem de funcţii ortogonal şi : 

  . ∫ ∫
− −

==
π

π

π

π

πkxdxkxdx 22 cossin
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Fiind dată o funcţie f(x),  , periodică cu perioada 2RRf →: π , se cere să se 
determine condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească funcţia periodică f(x) 
astfel încât să putem construi seria trigonometrică (2) , uniform convergentă pe 
[ ]ππ ,− , deci şi pe R. În aceste ipoteze putem scrie egalitatea : 

 (4)           ∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
k

kk kxbkxa
a

xf   . 

Seria fiind uniform convergentă , putem integra termen cu termen şi în baza 
ortogonalităţii sistemului (3) găsim : 

 (5)                 ∫
−

=
π

ππ
dxxfao )(1   .  

Înmulţind seria (4) cu  şi integrând , obţinem :  kxcos

∫ ∫
− −

==
π

π

π

π

π kk akxdxakxdxxf coscos)( , de unde:  

(6)           ∫
−

=
π

ππ
kxdxxfak cos)(1  .  

Procedând analog, prin înmulţire cu , obţinem : kxsin

 (7)               ∫
−

=
π

ππ
kxdxxfbk sin)(1  .  

 Coeficienţii  , determinaţi după formulele (6) şi (7) se 
numesc coeficienţii Fourier pentru funcţia f(x) iar seria trigonometrică (2) cu 
aceşti coeficienţi se numeşte seria Fourier a funcţiei periodice f(x). 

kk ba , ,...}3,2,1{∈k

 Fiind dată o funcţie periodică f cu perioada 2π  şi integrabilă, putem 
determina coeficienţii Fourier corespunzători funcţiei date precum şi seria 
Fourier ataşată lui f (x). Nu putem însă să scriem egalitatea (4) deoarece nu ştim 
dacă seria este convergentă şi chiar în caz de convergenţă , nu ştim dacă suma ei 
este tocmai funcţia f . Din acest motiv vom scrie : 

 (8)          ∑
∞

=

++≈
1

0 )sincos(
2

)(
k

kk kxbkxa
a

xf  .      

 Condiţiile suficiente pentru ca o funcţie periodică cu perioada 2π  să poată 
fi reprezentată prin seria Fourier asociată ei , au fost găsite de Dirichlet. Are loc: 
 
 Teorema (Condiţiile lui Dirichlet). Dacă funcţia f(x) cu perioada 2π  este 
monotonă pe porţiuni şi mărginită pe intervalul [ ]ππ ,−  , atunci seria Fourier 
asociată acestei funcţii este convergentă în toate punctele. Suma S(x) a seriei 
Fourier în fiecare punct de continuitate este egală cu valoarea funcţiei f în acel 
punct. În punctele de discontinuitate , valoarea sumei S(x) este egală cu media 
aritmetică a limitelor laterale corespunzătoare punctului de discontinuitate , 
adică: 

 96



(9)     
2

)0()0()( ++−
=

cfcfcS    unde  , 

)(lim)0(),(lim)0( xfcfxfcf
cx
cx

cx
cx

<
→

<
→

=+=−  . 

 Exemplu. Considerăm funcţia [ ππ ,,
4

)(
2

−∈= xxxf ], . Funcţia periodică 

generată de funcţia f(x) va fi transformata periodică  cu perioadaf π2   al cărei 
grafic este : 
 
 
            y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      π3−     π2−       π−        0          π         π2        π3       x 
 
 

   Funcţia f(x) reprezintă restricţia funcţiei  la intervalul 
~
f [ ]ππ ,− . 

Condiţiile teoremei lui Dirichlet sunt îndeplinite, deoarece funcţia f pe intervalul  
],[ ππ− este monotonă şi este mărginită. Aplicând de două ori integrarea prin părţi 

obţinem pentru coeficienţii Fourier expresiile : 

        
6

,0,)1(,0
2

02

π
=≠

−
== ak

k
ab

k

kk  .  

 Deci seria Fourier corespunzătoare funcţiei 
4

)(
2xxf =  în intervalul [ ]ππ ,−  

este : 

                     ...
2

2cos
1

cos
12

cos)1(
124 22

2

1
2

22

++−=
−

+= ∑
∞

=

xxkx
k

x
k

k ππ    

Considerând π=x  obţinem suma: 
          

                             
6

...1...
2
1

1
1 2

222

π
=++++

n
 . 
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    2.Seria Fourier a funcţiilor pare sau impare.  
    
 Dacă funcţia f(x) este pară sau impară pe [ ]ππ ,−   atunci dezvoltarea în 
serie Fourier a ei se simplifică. Astfel , dacă funcţia f(x) este pară pe [ ]ππ ,−  , 
atunci f(-x) = f(x) şi în consecinţă funcţia  este pară iar funcţia 

 este impară. Ţinând seama de aceasta vom obţine: 
kxxf cos)(

kxxf sin)(

 (1)            

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==

====

∫∫

∫∫∫

−

−−

ππ

π

ππ

π

π

π

ππ

πππ

0

0
0

cos)(2cos)(1

)(2)(1,0sin)(1

kxdxxfkxdxxfa

dxxfdxxfakxdxxfb

k

k

   

 
Pentru funcţiile pare pe [ ]ππ ,−  seria Fourier va conţine numai termeni în 

cosinusuri , adică termenii pari. Deci seria Fourier va avea expresia: 

 (2)               kxa
a

xf
k

k cos
2

)(
1

0 ∑
∞

=

+=   , 

valabilă în punctele de continuitate ale funcţiei f(x) pe ( )ππ ,− . Acest caz a fost 

ilustrat prin exempulul din paragraful anterior 
4

)(
2xxf =  , care este o funcţie 

pară pe [ ]ππ ,−   (axa Oy axă de simetrie). 
 Dacă funcţia f(x) este impară pe intervalul [ ]ππ ,− , atunci funcţia 

 este impară , iar  este o funcţie pară. În consecinţă 
coeficienţii seriei Fourier vor fi : 

kxxf cos)( kxxf sin)(

 (3)           0,0 == ko aa  şi      ∫=
π

π 0

sin)(2 kxdxxfbk  . 

 Seria Fourier pentru funcţiile impare va conţine numai termenii în 
sinusuri, deci : 
  

 (4)           .        ∑
∞

=

=
1

sin)(
k

k kxbxf

 
 
 3. Dezvoltarea în serie Fourier a funcţiilor definite pe (-l , l). Exemplu. 
 
 Vom considera cazul general al dezvoltării în serie Fourier a unei funcţii  
periodice cu perioada  T = 2l (l >0) . Şirul trigonometric fundamental , va fi : 
  
(1)            ,...sin,cos,...,sin,cos,1

l
xn

l
xn

l
x

l
x ππππ   
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Fie f(x) restricţia funcţiei periodice f cu perioada T = 2l pe intervalul (-l, l). 

Efectuând schimbarea de variabilă 
π
ltx = , funcţia ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
ltf   va fi o funcţie periodică 

cu perioada π2 . Restricţia ei la intervalul ( )ππ ,−  va fi funcţia ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
ltf . Scriind 

dezvoltarea în serie a funcţiei ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
ltf , avem : 

 (2)           )sincos(
2 1

0 ktbkta
altf k

k
k ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑

∞

=π
  ,                                    

valabilă în orice punct de continuitate Rt ∈ . Datorită substituţiei π/ltx = , 
coeficienţii Fourier vor avea expresiile: 

 (3)         

dx
l
xkxf

l
b

dx
l
xkxf

l
a

dxxf
l

dx
l

xfdtltfa

l

l
k

l

l
k

l

l

l

l

∫

∫

∫∫∫

−

−

−−−

=

=

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

π

π

π
πππ

π

π

sin)(1

cos)(1

)(1)(11
0

  

 Deci seria Fourier pentru funcţia f(x) pe intervalul ( )ll,−  va fi : 

 (4)           )sincos(
2

)(
1

0

l
xkb

l
xka

a
xf k

k
k

ππ
++= ∑

∞

=

                                 

unde coeficienţii  sunt daţi de formula (3). 
 Exemplu. Să scriem seria Fourier corespunzătoare funcţiei f(x) = x pe 
intervalul (-l , l). Funcţia f este impară pe (-l , l) deci seria Fourier va conţine 
numai termeni în sinus. Avem : 

            
π

ππ
k

xdxkxxdxkxba k
kk

2)1(sin2sin,0 1
1

0

1

1

+

−

−==== ∫∫  . 

 
   Prin urmare, seria Fourier corespunzătoare funcţiei f(x) va fi : 

                 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= ∑

∞

=

+

1

1

sin)1(2
k

k

xk
k

x π
π

  .   

  Pentru 
2
1

=x , obţinem suma : 

                      
4

...
7
1

5
1

3
11 π

=+−+− . 

 
 4. Dezvoltarea în serie Fourier după cosinusuri sau sinusuri a unei 
funcţi definite pe intervalul (0 , l). Exemplu.                                                                           
 
Fie f(x) o funcţie definită pe [ . Deseori este util ca funcţia f(x) să se dezvolte 
în serie Fourier după cosinusuri sau sinusuri . În acest scop funcţia se 

]l,0
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prelungeşte pe intervalul [  astfel îcât noua funcţie F(x) să fie funcţie pară 
sau impară pe intervalul  , după cum dezvoltarea în serie Fourier trebuie să 
fie după cosinusuri sau sinusuri. Să presupunem că dorim să dezvoltăm funcţia 
f(x), în serie Fourier după cosinusuri (figura): 

]0,l−
],[ ll−

   
 
          y 
 
 
 
 
 
 
       f(-x)           f(x) 
 
   -l                -x       0                  x               l   x
          
 
 
 

Efectuăm prelungirea pară pe intervalul [ ]0,l− , deci luăm simetricul 
graficului funcţiei f în raport cu axa ordonatelor. Obţinem astfel o nouă funcţie 
F(x) pară pe [ ] .  ll,−
 

⎩
⎨
⎧

∈
−∈−

=
],0[),(

]0,[),(
)(

lxxf
lxxf

xF  .  

 Dacă funcţia dată f(x) îndeplineşte condiţiile lui Dirichlet pe intervalul  
[0, l ], atunci noua funcţie F(x) va îndeplini aceste condiţii pe intervalul [-l , l]. 
Prin urmare, seria Fourier corespunzătoare funcţiei F(x) va fi : 
 

                   (1)                      
l
xka

a
xF

k
k

πcos
2

)(
1

0 ∑
∞

=

+=  

                                                       
 unde 

                    (2)              

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==

==

∫∫

∫∫
−

dx
l
xkxf

l
dx

l
xkxF

l
a

dxxf
l

dxxF
l

a

ll

l
k

ll

l

0/

0
0

cos)(2cos)(1

)(2)(1

ππ
   ,  . 0=kb

 Dezvoltarea (1) are loc în toate punctele de continuitate de pe intervalul  
(-l, l). În particular, pe intervalul (0, l) obţinem dezvoltarea căutată după 
cosinusuri : 
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  (3)          ∑
∞

=

+=
1

0 cos
2

)(
k

k l
xka

a
xf π   ,                                              

valabilă în punctele de continuitate din intervalul (0, l). 
 Analog pentru a obţine dezvoltarea în serie Fourier după sinusuri a 
funcţiei f(x) definită pe [0, l), efectuăm o prelungire impară a funcţiei f pe 
intervalul [-l , 0) (figura) :  
 
     y 
 
 
 
     
         f(x) 
       -l        -x 
 
     0 x         l                       x 
 
          -f(-x)  
 
 
 
 
 
 
şi obţinem astfel o nouă funcţie : 
           
  

     .  
⎩
⎨
⎧

∈
−∈−−

=
],0[),(

]0,[),(
)(

lxxf
lxxf

xF

 
                                                           

Această funcţie este impară pe intervalul [-l, l] ,graficul ei fiind simetric în 
raport cu originea sistemului de referinţă. Scriind dezvoltarea în serie Fourier 
pentru funcţia impară, vom obţine : 

  (4)       F(x)=
l
xkb

k
k

πsin
1

∑
∞

=

                                              

unde: 

  (5)       

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

==

∫

∫
−

dx
l
xkxf

l
b

saudx
l
xkxF

l
ba

l

k

l

l
kk

0

sin)(2

,sin)(1,0

π

π

 . 
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 În particular, în orice punct de continuitate din intervalul (0, l) avem 
dezvoltarea după sinusuri a funcţiei date f(x) , anume: 
 

   (6)        
l
xkbxf

k
k

πsin)(
1

∑
∞

=

=  . 

    Exemplu. Să dezvoltăm în serie Fourier după sinusuri funcţia f(x)=1-x , 
x∈[0, 1). Efectuând o prelungire impară pe intervalul (-1, 0) (l=1) a funcţiei 
date, vom obţine funcţia: 

   
⎩
⎨
⎧

∈−
−∈−−

=
]1,0[,1

)0,1[,1
)(

xx
xx

xF

 Prin periodicizarea funcţiei F(x) se obţine graficul : 
      
     
 
           y 
       1 
 
           0    2             3         4 
       -2      -1             1      x 
            
      -1 
 
 
 
   

 În consecinţă , seria Fourier a funcţiei considerate va fi 1-x =  

unde : 

xkb
k

k πsin
1

∑
∞

=

  ∫ =−=
1

0

2sin)1(2
π

π
k

xkxbk    .  

            Deci: 

   1-x = .sin2
1

∑
∞

=k k
xkπ

π
 . 

  
 
 5. Forma complexă a seriilor Fourier. 
  
 O formă unitară a seriilor Fourier este forma complexă. Fie f(x) o funcţie 
care pe intervalul (-l, l) satisface condiţiile teoremei lui Dirichlet. Atunci putem 
scrie dezvoltarea în serie Fourier : 
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  (1)         ( )
l
xkb

l
xka

a
xf k

k
k

ππ sincos
2

)(
1

0 ++= ∑
∞

=

  ,                   

unde coeficienţii seriei au expresiile: 

  (2)         

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

==

∫

∫∫

−

−−

dx
l
xkxf

l
b

dx
l
xkxf

l
adxxf

l
a

l

l
k

l

l

l

l
k

π

π

sin)(1

cos)(1,)(1
0

 . 

 Utilizând formulele lui Euler: 

  (3)     )(
2
1sin),(

2
1cos l

xk
i

l
xk

i

l

xkl
xk

i
l
xk

i

l

xk ee
i

ee
ππ

π
ππ

π −−
−=+=  ,                     

seria (1) devine: 

  (4)    f(x)= )(
2 22

1

0 l
xki

kibkal
xki

kibka

k
ee

a ππ
−−−

∞

=

++ ∑  .  

 Ţinând seama de expresiile (2) ale coeficienţilor avem : 

  (5)      ck= ∫
−

−l

l

l
xki
dxexf

l

π

)(
2
1                                                                               

şi 

  (6)      c-k =  2
kibka − =. ∫

−

l

l

l
xki
dxexf

l

π

)(
2
1  

 Remarcăm că în (5) şi (6), k∈N*. Primul termen al dezvoltării (1) are 
expresia : 

  (7)  0
0 )(

2
1

2
cdxxf

l
a l

l

== ∫
−

    care se obţine din (5) pentru k=0. 

 Prin urmare, seria (4) se poate scrie sub forma : 

  (8)        f(x)= ∑∑
∞

=

−

−

∞

=

+
00 k

l
xki

k
k

l
xki

k ecec
ππ

                                                               

sau 

  (9)        f(x)= ∑
∞

−∞=k

l
xki

k ec
π

                                                                          

unde 

  (10)         ck = ∫
−

−l

l

l
xki
dxexf

l

π

)(
2
1 , k∈Z 

 Expresia (9) de reprezentare a funcţiei f(x) se numeşte forma complexă a 
seriei Fourier. 
  
 6. Dezvoltarea unei funcţii în serie de funcţii ortogonale. Aproximarea        
funcţiilor în medie pătratică. Relaţia de închidere a lui Parseval. 
 
 Analizînd modul de determinare a coeficienţilor seriei Fourier, observăm 
că raţionamentele folosite nu s-au bazat pe proprietăţile concrete ale funcţiilor 
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trigonometrice din sistemul trigonometric fundamental ci numai pe proprietatea 
de ortogonalitate. Din acest motiv este natural ca în locul sistemului 
trigonometric de funcţii ortogonale să luăm un sistem oarecare de funcţii 
ortogonale. În acest fel o funcţie poate fi reprezentată în serie cu un sistem de 
funcţii ortogonale, obţinând o serie Fourier generalizată. 
 Fie şirul de funcţii ortogonale  (de pătrat integrabil pe   
(a,b) R ). Pentru simplificarea calculelor vom presupune că şirul a fost 
normalizat şi vom nota cu  şirul ortonormat din L2(a,b). Să presupunem 
că f∈L2(a,b) şi că ea se poate reprezenta sub forma unei serii uniform 
convergente pe (a,b) în raport cu sistemul de funcţii ortonormate . 
Conform ipotezelor făcute avem : 

),())(( 2 baLxn ∈ϕ
⊂

))(( xnΨ

))(( xnΨ

  (1)        f(x)=  .  )(
1

xc k
k

k Ψ∑
∞

=

 Pentru determinarea coeficienţilor  (kkc ∈N), înmulţim egalitatea (1) cu 
conjugatul kΨ  al funcţiei  şi integrând termen cu termen pe intervalul (a,b), 
obţinem : 

kΨ

  (2) kk

b

a
kkk

b

a
kk ccdxcdxxf =Ψ=ΨΨ=Ψ ∫∫

2)(                                         

şi  deoarece sistemul  este ortonormat, avem :   )( kΨ

  (3)    . 
⎩
⎨
⎧

=
≠

=ΨΨ
nm
nm

mm ,1
,0

),(

 Coeficienţii  determinaţi prin relaţia (2) se numesc coeficienţii Fourier 
generalizaţi ai funcţiei f∈ L2(a,b)  relativ la sistemul ortonormat de funcţii 

pe (a, b). Seria (1) se va numi seria   Fourier   generalizată    a funcţiei 
relativ la sistemul ortonormat . 

kc

)( kΨ

)( kΨ

 Teorema lui Dirichlet rămâne valabilă şi pentru seriile Fourier 
generalizate. Astfel relaţia (1) are loc în fiecare punct de continuitate a funcţiei f 
din intervalul (a, b) dacă partea reală şi partea imaginară ale funcţiei complexe 
f∈ L2(a,b)   satisfac condiţiile teoremei lui Dirichlet. 
 Exemplu. Să dezvoltăm în serie după polinoamele lui Hermite funcţia 
f(x)=   , x∈R. Polinoamele lui Hermite definite prin relaţia: xe

  (4) = )(xH n )()1(
22 x

ndx

ndxn ee −−    RxNn ∈∈ ,  formează un sistem 

ortogonal cu ponderea p(x)=  pe R. 2xe−

 Funcţia f(x)  şi satisface condiţiile teoremei lui Dirichlet , deci 
: 

2xe− )(2 RL∈

  (5)  ∑ , x
∞

=

=
0

)(
k

kk
x xHce ∈R . 
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 Înmulţind această egalitate cu  şi integrând, pe baza proprietăţii 
de ortogonalitate obţinem : 

)(
2

xHex

    π!2)()( 222

kcdxxHecdxxHe k
kk

x
kk

xx ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

+− ==      de unde: 

∫
∞

∞−

+−= dxxHe
k

c k
xx

kk )(
!2
1 2

π
. 

 Integrînd prin părţi şi ţinând seama de (4) obţinem: 

     ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

+−
−

+−+− ==== 4
1

1

222

...)()( edxedxxHedxxHe xx
k

xx
k

xx π . 

 Prin urmare, seria Fourier generalizată corespunzătoare funcţiei f(x)=ex 
este : 

   ∑
∞

=

=
0

4
1

!2
)(

k
k
kx

k
xH

ee  , 

 valabilă  pentru orice . Rx ∈
 Definiţie. Fie f,g  . Numim eroare pătratică medie  a funcţiei f 
faţă de g numărul 

),(2 baL∈

  (6)      )()(1)()(
2
1

21 xgxf
ab

dxxgxf
b

a
ab

−
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= ∫−

δ . 

 Numărul δ  reprezintă o măsură a erorii ce o facem dacă aproximăm 
funcţia f prin g sau funcţia g prin f. Această măsură a erorii numită eroare 
pătratică medie este deosebit de utilă în studiul seriilor Fourier, deoarece este 
legată direct de norma funcţiilor de pătrat integrabil.  
 Fie funcţia f  şi sistemul ortonormat de funcţii complexe 
( de pătrat integrabil pe intervalul (a,b) . 

),(2 baL∈
))(( xkΨ

 Funcţia: 

  (7)      ∑
=

Ψ=
n

k
kkn xxS

1

)()( λ

se numeşte polinom ortogonal pe intervalul (a, b). Să determinăm coeficienţii kλ  
ai polinomului (7) astfel încât eroarea pătratică medie faţă de funcţia f să fie 
minimă. Avem : 

   dxxfdxxSxfab
b

a

b

a

n

k
kknn

2

1

22 )()()()( ∫ ∫ ∑
=

Ψ−=−=− λδ . 

 Ţinînd seama că funcţiile f , kΨ  sunt funcţii complexe, iar kλ  numere 
complexe, pentru dezvoltarea expresiei de sub semnul integrală de mai sus vom 
folosi formula : 
   βαβαβαβαβαβα −−+=−⋅−=− 222 )()(  . 
 Obţinem : 
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( 8)      dxdxfdxfdxfab j

b

a
i

n

i

n

j
jik

b

a

n

k

b

a

n

k

b

a
kxkn ΨΨ+Ψ

⎩
⎨
⎧

−Ψ−=− ∫∑∑∫ ∑ ∫ ∑ ∫
= == = 1 11 1

22 )( λλλλδ     .

                                                                            
                             
 Sistemul de funcţii  ( fiind ortonormat şi ţinând seama că coeficienţii 
Fourier corespunzători funcţiei f relativ la sistemul ortonormat (  sunt 

kΨ

)kΨ

∫ Ψ=
b

a
kk dxxfc )(  egalitatea (8) devine: 

  (9) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−=−−+

+−=+−−=−

∑∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
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k
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k
kkkkk

n

k

n

k

n

k

n

k
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cfccfab

1

2

1 1

22

1 1 1 1

2222

))((

)(

λλλ

λλλλδ
. 

 Din relaţia (9) rezultă că  nδ va fi minimă dacă kkc λ=  . Am obţinut astfel : 
 Teorema 1. Dintre toate polinoamele ortogonale, cel pentru care eroarea 
pătratică medie faţă de funcţia f  este minimă este acela ai cărui 
coeficienţi sunt coeficienţii Fourier generalizaţi relativ la funcţia f. 

),(2 baL∈

 Aceasta înseamnă că funcţia  realizează cea mai bună aproximaţie 

în medie pătratică a funcţiei de pătrat integrabil   f. Putem scrie: 

∑
=

Ψ
n

k
kkc

1

  (10) ∑
=

−=−
n

k
kn cfab

1

222 )(δ . 

 Deoarece 0≥nδ , rezultă inegalitatea: 

  (11)        2

1

2 fc
n

k
k∑

=

≤  

(unde dxff
b

a
∫= 22  ), numită inegalitatea lui Bessel. Putem astfel enunţa : 

 Teorema 2. Suma pătratelor modulelor a n coeficienţi Fourier ai unei 
funcţii de pătrat integrabil, relativ la un sistem de n funcţii ortonormate, este cel 
mult egală cu pătratul normei funcţiei f . 

          Dacă considerăm seria cu termeni pozitivi ∑
∞

=1

2

n
nc atunci din inegalitatea 

lui Bessel deducem că sumele parţiale ale seriei sunt mărginite de 2f   ; prin 

urmare seria∑
∞

=1

2

n
nc   este o serie convergentă . Din acest motiv în inegalitatea lui 

Bessel putem considera n  şi se obţine : ∞→

                      (12)   2

1

2 fc
n

n
n∑

=

≤  

numită inegalitatea lui Parseval . 
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             Definiţie. Un şir ortogonal de funcţii (Ψk) de pătrat integrabil  este un 
sistem închis , dacă pentru orice f  are loc relaţia : ),(2 baL∈

                      (13)   2

1

2 fc
n

n
n∑

=

=  

 
numită relaţia de închidere a lui Parseval . 
                Fie f  . Sistemul trigonometric normat : 0),(2 >−∈ lllL

                     (14)    ,...
sin

,
cos

,...,
sin

,
cos

,
2
1 1111

lllll

xkxkxx ππππ

 

este un sistem închis . În raport cu sistemul ortogonal (14) coeficienţii Fourier 
sunt : 

                           ,cos)(
cos

)( 1|/
k

l

l

xkl

l
k aldx

l
xkxf

l
ldx

l
xfc ⋅=== ∫∫

−− ππ

 

                           lbc kk =//  si  00 2
)(1

22
)( alxf

l
ldx

l
xfc

l

l

l

l

⋅=== ∫∫
−−

 

               Înlocuind   obţinuţi mai sus în (13) , obţinem relaţia de 
închidere a lui Parseval . 

///
,0 , kk ccc

                    (15)       ∫∑
−

∞

=

=++
l

ln
nn dxxf

l
ba

a
)(1)(

2
2

1

22
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                Dacă  π=l , (15) devine : 

                    (16)     ∫∑
−

∞

=

=++
π

ππ
dxxfba

a
n

nn )(1)(
2

2

1

22
2

0  . 

 
Exemplu.   Să se scrie seria Fourier trigonometrică şi apoi egalitatea lui 

Parseval pentru funcţia: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<≤

<
=

πx

x
xf

1pentru    ,  0

1pentru    ,  1
)( . 

Să se deducă apoi sumele seriilor: ∑
∞

=1
2

2sin
n n

n  şi ∑
∞

=1
2

2cos
n n

n . 

Seria Fourier este: 

(1)       ∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf     

unde 

(2)  ∫ ∫∫ − −−
===

π

π

π

π

π

π πππ
nxdxxfbnxdxxfadxxfa nn sin)(1 şi ,cos)(1 ,)(1

0 .  
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Graficul lui  este: )(xf

x 

y 

0 -π -1 1 π 

1 
 

 

 

 

 

 

Avem ∫−
=

1

10
1 dxa
π

, de unde rezultă: 

(3)       
π
2

0 =a  .     

Apoi, 
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nxdxan πππ
sin2sin1cos1 1
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1
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=== ∫
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,adică: 

(4)        
n

nan π
sin2
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şi: 0cos1sin1 1
1

1

1

=−== −
−
∫ nx

n
nxdxbn ππ

 adică: 

(5)        (f(x) pară!)  .    0=nb

Deci seria Fourier ataşată funcţiei f(z) este: 

     (6)       ∑
∞

=

+=
1

cossin21)(
n
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n

nxf
ππ

 .   

Egalitatea lui Parseval este: 

     (7)          dxxfba
a
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2
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2
2
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2

2

22

1sin42 dx
n

n
n πππ

   

de unde: 

     (9)            1sin21
1

2

2

=+ ∑
∞

=n n
n

ππ
 .    

Rezultă suma cerută: 
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 (10)            
2

1sin
1

2

2 −
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∞
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π
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Pentru calcul  ∑
∞

=1
2
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n n

n  scriem:  
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Ştim că: 
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1 2
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                            7. Probleme propuse 
 
 
1) Să se dezvolte în serie Fourier funcţia : 
         

              a)      ; 
⎪⎩

⎪
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             b)   ; 
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            c)  Rx

x
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+
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2) Să se dezvolte în serie Fourier de sin şi respectiv cos funcţia : 
            
            a)  ),0(,

24
)( ππ

∈−= xxxf ; 

           

            b)   . 
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3) Să se determine seria Fourier trigonometrică a funcţiei periodice  
 

),(,
2

)( ππ
π

π
−∈= xe

sh
xf x    de perioadă π2  . Din dezvoltarea obţinută şi din  

 
relaţia de închidere a lui Parseval să se calculeze sumele : 
         
     

                          ∑
∞

= +
−

1
2 1

)1(
n

n

n
      şi       ∑

∞

= +1
2 1
1

n n
 . 

 
 
4) Să se scrie seria Fourier trigonometrică şi apoi  egalitatea lui Parseval pentru  
 
funcţia : 
                  
   

                
⎪
⎩

⎪
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<
=
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  Să se calculeze apoi sumele seriilor : 
                 
 

                        ∑
∞

=1
2

2sin
n n

na       şi       ∑
∞

=1
2

2cos
n n

na  .  
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CAPITOLUL  V
 
 

TRANSFORMARI INTEGRALE 
 
 1. Integrala Fourier. Forma complexă şi forma reală a integralei 
Fourier. Cazul funcţiilor pare sau impare.
  
 Să considerăm o funcţie f(t) reală sau complexă, definită pe R şi neperiodică. 
Funcţia f(t) nu mai poate fi dezvoltată în serie Fourier. În schimb, în anumite 
condiţii, f(t) poate fi reprezentată printr-o integrală dublă improprie care prezintă o 
oarecare analogie cu seria Fourier. 
 Are loc: 
 Teorema 1. Fie f(t) o funcţie reală sau complexă cu următoarele proprietăţi : 
  1. Satisface condiţiile lui Dirichlet în orice interval de lungime finită. 
  2. În fiecare punct c de discontinuitate, valoarea funcţiei este egală cu 
media aritmetică a limitelor laterale în acel punct, )]0()0([

2
1)( ++−= cfcfcf . 

   . 
  3. Este absolut integrabilă pe ( ),∞∞− . Cu alte cuvinte, 

integrala dttf∫
+∞

∞−

)(  este convergentă. În aceste condiţii există egalitatea: 

  (1)        .)(
2
1)( )( ττ
π

τ defdutf tiu −
+∞

∞−

+∞

∞−
∫ ∫=   

Integrala dublă improprie prin care este reprezentată funcţia f(t) se numeşte 
integrala Fourier, iar egalitatea (1) se numeşte formula integrală a lui Fourier, 
forma exponenţială (în (1) se poate lua şi ) sau forma complexă. .)( τ−− tine
 Fie F(t) o funcţie periodică de perioadă 2l, definită prin egalitatea: 
  (2) F(t) = f(t) , ],[ llt −∈ . 
 Această funcţie îndeplineşte condiţiile lui Dirichlet, deci poate fi dezvoltată 
în serie Fourier: 

    
l

etF
l

tF
n

l

l

tin πωτω == ∑ ∫
+∞

−∞= −

− ,)(
2
1)( )(   sau ţinînd seama de (2), 

  (3)             ∑ ∫
+∞

−∞= −

−=
n

l

l

tin def
l

tF ττ τ )()(
2
1)(  . 

 Din (3) vom obţine o reprezentare a funcţiei f(t) trecînd la limită pentru 
. ∞→l
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 Să considerăm o nouă variabilă reală u şi să notăm nun =ω . Pentru un l dat , 

putem nota:  . ∫
−

−=
l

l

tin
n deftu ττϕ τ )()(),(

Observăm că 1, −−== nn uu
l
ωπω  şi (3) devine: 

   ∑
+∞

−∞=
−−=

n
nnn uututF ))(,(

2
1)( 1ϕ
π

. 

 Această serie este asemănătoare cu sumele ce definesc integrala Riemann. 
Trecînd la limită pentru  ultima egalitate devine: ∞→l

     ∫
+∞

∞−

= dututf ),(
2
1)( ϕ
π

,  

unde 

    ,  ∫
+∞

∞−

−= ττϕ τ deftu tin )()(),(

adică tocmai formula (1). 
  

Forma reală (trigonometrică)a integralei Fourier. Cazul funcţiilor pare 
sau impare. 
  
 Dacă în (1) se face înlocuirea : 
  ,  această egalitate se mai scrie: )(sin)(cos)( τττ −+−=− tuitue tin

  (4)     
⎩
⎨
⎧

−+−= ∫ ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

τττ
π

τττ
π

dtufduidtufdutf )(sin)(
2

)(cos)(
2
1)( .  

 Observăm că funcţiile : 

    ,  au 

proprietăţile: 

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−=−= ττττττ dtuftuhdtuftug )(sin)(),(,)(cos)(),(

   ),(),(),,(),( tuhtuhtugtug −=−=− , deci: 

     ∫ ∫   ∫
+∞

∞−

+∞ +∞

∞−

==
0

0),(,),(2),( dutuhdutugdutug

 şi (4) se va reduce la: 

  (5)     ∫ ∫
+∞ +∞

∞−

−=
0

)(cos)(1)( τττ
π

dtufdutf  . 

 Egalitatea (5) se numeşte forma reală sau trigonometrică a formulei lui 
Fourier. Denumirile : "forma reală" respectiv "forma complexă" a integralei 
Fourier, sunt justificate numai în cazul când f(t) este o funcţie reală ; totuşi acestea 
se folosesc şi în cazul când f(t) este o funcţie complexă. 
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 Observaţie. Să considerăm forma reală (5) a integralei Fourier şi să facem 
înlocuirea : 
                   .sinsincoscos)(cos τττ uutuuttu +=−  
 Egalitatea (5) se mai poate scrie: 

  (5') ∫ ∫∫ ∫
∞ +∞

∞−

+∞ +∞

∞−

+⋅⋅
⎩
⎨
⎧ =

00

.sin)(sin1cos)(cos1)( τττ
π

τττ
π

dufutdudufduuttf . 

 Dacă notăm: 

   ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

⋅=⋅= τττ
π

τττ
π

dufuBdufuA sin)(1)(,cos)(1)( , 

avem: 

   . ∫
∞

+=
0

.]sin)(cos)([)( duutuButuAtf

 Analogia cu seria Fourier este evidentă. Are loc: 
 Teorema 2. Dacă f(t) este o funcţie pară , formula lui Fourier se reduce la : 

  (6) ∫∫
+∞

∞−

+∞

⋅⋅= .cos)(cos2)
0

τττ
π

dufduutt(f  . 

 Dacă f(t) este impară atunci: 

  (7) ∫ ∫
+∞ +∞

⋅⋅=
0 0

sin)(sin2)( τττ
π

dufduuttf . 

 Într-adevăr, dacă f(t) este o funcţie pară, atunci τττ duf ⋅cos)( .este pară în 
raport cu τ  iar ττ uf sin)(  este impară şi avem : 

   . ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

⋅=⋅
0

cos)(2cos)( ττττττ dufduf

şi 

      ∫ . 
+∞

∞−

=⋅ 0sin)( τττ duf

 
 Egalitatea (5') se reduce la (6). Analog se justifică (7). 
 

2. Transformata Fourier.
 
 Integrala Fourier are aplicaţii foarte variate. Unele din acestea sunt legate 
direct de noţiunea de transformată Fourier.  
 Fie f(t) o funcţie care poate fi reprezentată prin integrala Fourier (1). 
Egalitatea (1) se mai poate scrie: 

   ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−= ττ
π

τ defduetf iuiut )(
2
1)( . 
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 Dacă notăm , 

         ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−− == dtetfdefug iutiu )(
2
1)(

2
1)(

π
ττ

π
τ  

 
 avem: 

   ∫
+∞

∞−

= dueugtf iut)(
2
1)(
π

. 

 
  

Definiţia 1. Funcţiile: 

  (8)         

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

∫

∫
∞+

∞−

−

+∞

∞−

−

dteugtf

dtetfug

iut

iut

)(
2
1)(

)(
2
1)(

π

π . 

  
 se numesc una transformata Fourier a celeilalte.  
 Din (8) observăm că putem scrie şi : 

  (8')    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

∫

∫
∞+

∞−

−

+∞

∞−

dteugtf

dtetfug

iut

iut

)(
2
1)(

)(
2
1)(

π

π  

  
care arată că f şi g au roluri simetrice. 
 Analog dacă în (6) se notează : 

    ∫ ∫
+∞ +∞

⋅==
0 0

cos)(2cos)(2)( dtuttfdufug
π

τττ
π

.  

această egalitate devine: 

   ∫
+∞

⋅=
0

cos)(2)( duutugtf
π

.  

iar dacă în (7) se notează : 

 ∫ ∫
+∞ +∞

⋅==
0 0

sin)(2cos)(2)( dtuttfdufug
π

τττ
π

 

egalitatea (7) se scrie: 

   ∫
+∞

⋅=
0

sin)(2)( duutugtf
π

. 
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 Definiţia 2. Funcţiile: 

  (9)             

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⋅=

⋅=

∫

∫
∞+

+∞

0

0

cos)(2)(

cos)(2)(

duutugtf

dtuttfug

π

π
                                                        

se numesc una transformata Fourier prin cosinus a celeilalte. 
 

Exemplu. Să se afle transformata Fourier prin cosinus a 

funcţiei: 22 )1(
1)(
t

tf
+

= . Din rezultatul obţinut să se găsească: ∫
∞

+0
22 .

)1(
sin dt

t
utt   

Transformata Fourier prin cosinus a funcţiei f(t) este: 

(1)  ∫
∞

=
0

cos)(2)( utdttfug
π

    

sau .
)1(

cos2
2
1

)1(
cos2)( 22

0
22 dt

t
utdt

t
utug ∫∫

∞

∞−

∞

+
=

+
=

ππ
 

   Pentru calculul integralei: ∫
∞

∞− +
= dt

t
utI 22 )1(

cos să considerăm funcţia 22 )1(
cos)(
+

=
z

uzzh  

şi conturul de mai jos: 

y 

x 0 

(Γ) 

-R R 

                              

 )(],[)( Γ∪−= RRC

 

                                                D   *  i                                                                                       
iz =1                                                                                                                                              

Observăm că: 

(2)     ∫ ∫ ∫
− Γ

+=
C

R

R

dzzhdtthdzzh ,)()()(

Trecând la în relaţia (2) obţinem: 
∞→R

lim

(2/)               ∫∫ ∫
Γ

∞→

∞

∞−

+
+

= .)(lim
)1(

cos)( 22 dzzhdt
t
utdzzh

R
C

        

 115



Pe baza teoremei reziduurilor,   pol dublu; 

 şi , (din lema lui Jordan: 

∫ =
C

iirezhdzzh )(2)( π Diz ∈=1(

)2 Diz ∉−= ∫
Γ

∞→
= 0)(lim dzzh

R ∫
Γ

∞→
→⇒=

∞→

0)(0)(lim dzzhzzh
z

R
 

(când )). ∞→R

Din  (2/) obţinem: 

 (3)          )(2 iirezhI π=   .    

Observăm că: 

i
uiuiuiirezh

iz
uzizizuzu

iziz
uzizirezh

iziz

4
cossin)(                                            

)(
cos)(2)(sinlim

)()(
cos)(lim)( 4

2

22
2

+
=⇒

⇒
+

+−+−
=

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−=
→→  

 sau  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

−
=

−−

2
cos,

2
sin

iwiwiwiw eew
i
eew : 

(4) 
i

chuushuirezh
4

)( +−
=  .    

 

Din (3) şi (4) obţinem: 

(5)   )(
2

ushuchuI −=
π     

de unde: 

(6) )(
22

1)( ushuchuug −=
π  .    

 

Pentru calculul integralei: dt
t
utt

∫
∞

+0
22 )1(

sin , derivăm relaţia:  

∫
∞

+
=

0
22 )1(

cos2)( dt
t
utug

π
, în raport cu variabila “u”şi obţinem: 
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          dt
t
uttug ∫

∞

+
−=′

0
22 )1(

sin2)(
π

  

sau folosind (6):     dt
t
uttuchushushu ∫

∞

+
−=−−

0
22 )1(

sin2)(
22

1
π

π ,   de unde: 

(7)  uchudt
t
utt

4)1(
sin

0
22

π
=

+∫
∞

 .     

 
Definiţia 3. Funcţiile: 

  (10)     

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⋅=

⋅=

∫

∫
∞+

+∞

0

0

sin)(2)(

sin)(2)(

duutugtf

dtuttfug

π

π
                                                                         

se numesc una transformata Fourier prin sinus a celeilalte. 
 Să considerăm egalitatea a doua din (8): 

   ∫
+∞

∞−

= dueugtf iut)(
2
1)(
π

. 

 
 Această egalitate este o ecuaţie în care funcţia necunoscută g(u) figurează 
sub semnul de integrare. Soluţia acestei ecuaţii este dată de prima egalitate din (8). 
 În general, dacă într-o ecuaţie funcţia necunoscută figurează sub semnul de 
integrare, se spune că acea egalitate este o ecuaţie integrală. În cazul de faţă avem 
o ecuaţie integrală de o formă specială, care uneori se numeşte ecuaţie integrală de 
tip Fourier. 
 Tot ecuaţii integrale de tip Fourier sunt considerate şi ecuaţiile: 

  ∫
+∞

∞−

⋅= duutugtf cos)(2)(
π

       şi        ∫
+∞

∞−

⋅= duutugtf sin)(2)(
π

 

 cu f(t) definită pentru t >0 şi îndeplinind condiţiile teoremei 1. 
  
Exemplu. Să se rezolve ecuaţia integrală de tip Fourier: 

   ,   unde : ∫
+∞

∞−

=⋅ )(cos)( tduutug ϕ

     pentru . 
⎩
⎨
⎧ −

=
0
1

)(
t

tϕ
⎩
⎨
⎧
>

≤<
1

10
t

t

 
 Ecuaţia dată se mai poate scrie:  
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)(cos)(2

0

tfduutug =⋅∫
+∞

π
 , unde: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−

==
0

)1(2
)(2)( tttf πϕ

π
   pentru  

1
10

>
≤<

t
t  .   

  
  

Soluţia ecuaţiei este: 
 

   ∫ ∫
+∞

⋅+⋅=
1

0 1

cos)(2cos)(2)( dtuttfdtuttfug
ππ

. 

  
 Deoarece f(t) =0 pentru t >1, a doua integrală este nulă. Ramâne: 
 

   ∫
−

⋅=⋅−=
1

0
2

cos12cos)1(2)(
u

udtuttug
ππ

. 

 
 

 
 
3. Transformata Laplace.

  
 Original.Transformata Laplace.Proprietăţi. 
  
 Calculul operaţional se bazează pe realizarea unei corespondenţe între două 
mulţimi de funcţii: mulţimea funcţiilor numite original şi imaginile lor obţinute 
printr-o anume transformare. Interesul pe care îl prezintă această corespondenţă se 
datorează faptului că operaţiilor de derivare şi de integrare aplicate funcţiilor 
original le corespund anumite operaţii algebrice care se aplică imaginile lor. 

Definiţie. Se numeşte original o funcţie f(t), reală sau complexă, definită pe 
mulţimea numerelor reale şi care satisface următoarele condiţii: 
  1. f(t) = 0 pentru t < 0 ; 
  2. f(t) este derivabilă pe porţiuni; 
  3. există două numere  M >0 şi astfel încât: 00 ≥s
  (1)       .)( 0tseMtf ⋅≤  
 
 Numărul se numeşte indice de creştere.  0s
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 S-ar părea că prima condiţie este artificială. Dar metodele operaţionale se 
referă la rezolvarea unor probleme în care mărimea fizică reprezentată prin f(t) are 
proprietatea că sau este nulă înainte de momentul iniţial t = 0, sau valorile sale 
pentru t < 0 nu prezintă interes. 
 Se spune că funcţia f(t), definită pe un interval I, mărginit sau nemărginit, 
este derivabilă pe porţiuni dacă pentru orice interval , există o diviziune d = (a, x1, 
x2, ... , xn-1, b) astfel încât f(t) să fie derivabilă pe fiecare interval (xi-1, xi) şi să 
existe limitele laterale: 
           }.,...,2,1{),0,(),0,(),0,(),0,( /

1
/

1 nixfxfxfxf iiii ∈−+−+ −−

A treia condiţie arată că valorile modulului funcţiei pot fi majorate prin 
valorile unei exponenţiale. Cea mai simplă funcţie original este funcţia unitate: 

  (2)       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>

=

<

=

0,1

0,
2
1

0,0

)(

t

t

t

tη  

 
 Fie f(t) o funcţie original(notăm ∈f O ). 
 Definiţie. Funcţia 

  (3)      ,  ∫
∞

−⋅=
0

)()( dtetfpF pt σisp +=                                                           

se numeşte imaginea după Laplace a funcţiei f(t) sau transformata Laplace a 
funcţiei f(t). 
 Domeniul în care funcţia F(p)(notată şi F(p)=L[f](p) ) este definită , este 
precizat de următoarea: 
      Teoremă. Fie  indicele de creştere al funcţiei f(t). Imaginea F(p) a funcţiei f(t) 
este determinată în semiplanul  şi este o funcţie olomorfă în acest semiplan ; 
în plus            

0s

0ss >

 
                                                       f(t) 
 
 
 
         
                                                           0                                  t                                                        
 

            (4)         . ∫
∞

−⋅−=
0

/ ))(()( dtettfpF pt
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Transformata Laplace este o transformare liniară adică: 
 

  (5)       ,     k o constantă. ⎩
⎨
⎧

⋅⋅=⋅
+⋅=+

)]([)]([
)]([)]([)]()([

tfLktfkL
tgLtfLtgtfL

 Proprietăţi ale transformatei Laplace. 
   

1. Teorema asemănării. Fie f(t) o funcţie original şiα   o constantă 0>α . 
Funcţia )()( tft αϕ =  este, de asemenea o funcţie original. 
 Dacă F(p) este imaginea funcţiei f(t), atunci  0>∀α , avem: 
  (6)     )(1))((

αα
α pFtfL = . 

 
 Vom nota L[f] = Lf. 
 Din (6) obţinem: 
     

)(1)(1)())((
00
∫∫
∞ −∞

− =⋅=⋅=
αα

ττ
α

βϕ
τ

α pFdefdtetfpL
p

pt . 

Exemplu. Să presupunem cunoscută imaginea funcţiei  : 
1

1sin:sin 2 +
=

p
tLt . 

Atunci : 
 
  0,

1)(

11sin 22
2

>
+

=
+

⋅= ω
ω

ω

ω
ω

ω
pp

tL . 

  
 

2. Teorema întârzierii. Dacă în funcţia original f(t) înlocuim pe t cu τ−t , 
unde τ este o constantă, obţinem o nouă funcţie original, f( τ−t ), care este 
nulă pentru τ−t <0  şi ia aceleaşi valori ca f(t), însă cu întârzierea τ   

(figura). Dacă τ >0 aceasta reprezintă efectiv o întârzie 
 
 
 
 
 

Întârzierea τ  se traduce prin înmulţirea imaginii cu τpe−  : 
 

  (7)  )()( tLfetLf pττ −=−
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  f(t)                                               f(t-τ )                                          
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                         
                                                                      τ  
 O                                        t           O                                                 t 

 
 

 Demonstraţie. Ţinând seama că f( τ−t )=0 pentru τ<t  , avem: 
    

    . ∫ ∫
∞ ∞

−− ⋅−=⋅−
0

)()(
τ

ττ dtetfdtetf ptpt

 
 Cu schimbarea de variabilă θτ =−t , ultima integrală devine: 

     ∫ ∫
∞ ∞

−+−− =⋅=⋅−
0

)( )()()(
τ

τθ θθτ tLfedefdtetf ptppt

 
şi egalitatea (7) este dovedită. 
 
 3. Teorema deplasării. Fie f(t) o funcţie original avînd indicele de creştere 
şi F(p) imaginea sa. Înlocuirea lui p în F(p) cu p-q, unde q este o constantă, poate 

fi interpretată ca o deplasare care aduce originea în punctul q. 
0s

 Deplasarea originii din planul variabilei p în punctul q se traduce prin 
înmulţirea originalului cu : qte
   
               (8)                . )]([))(( tfeLtqpLf qt=−
  
 Într-adevăr, 
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   . ])([])([)())((
00

)( qtptqtqp etfLdteetfdtetftqpLf
t

===− ∫∫
∞

−
∞

−−

 Funcţia F(p-q) este olomorfă în semiplanul s > +Re(q). 0s

 Exemplu. 22)(
)sin(

ωλ
ωωλ

+−
=⋅

p
teL t . 

 4. Derivarea originalului. Vom presupune că f(t) şi derivatele sale până la 
ordinul care apar sunt funcţii original. Fie F(p) = Lf(t). Imaginea derivatei este: 
  (9)        )0()()(/ fppFtLf −=
 În general, 
  (10)         unde , )]0(...)0()0([)()( )1(/21)( −−− +++−= nnnnn ffpfppFptLf
        k),()0(),()0( )(

0
0

)(

0

limlim tfftff k

t
t

k

t
t

>
→

>
∞→

== ∈{1,2,3, … ,n-1}. 

În unele probleme, f(0)=f'(0)=...=f(n-1)(0)=0. În acest caz, 
egalităţile(9) şi (10) devin: 

  (11)                                                           
şi derivarea originalului se traduce prin înmulţirea imaginii sale cu p. 

)()(),()( )(/ pFptLfppFtLf nn ==

 Să demonstrăm mai întâi egalitatea (9). Avem: 

    ∫
∞

−=
0

// )()( dtetftLf pt

 Integrând prin părţi, obţinem: 

    ∫
∞

−∞− +=
0

0
/ .)(])([)( dtetfpetftLf ptpt

 Primul termen din membrul drept se reduce la -f(0) deoarece: 
  0

)( ,)()( 0 ssMeetfetf tssptpt >≤= −−−−     şi deci  .0)(lim =−

∞→

pt

t
etf  

Ramâne:   şi egalitatea (9) este demonstrată. ∫
∞

−+−=
0

/ )()0()( dtetfpftLf pt

 Pentru a obţine egalitatea (10), vom înlocui în (9) pe f'(t), succesiv, cu f"(t), 
..., f(n)(t). Avem: 
      

    

)0()()(
...........................................................

)0()()(
)0()()(

)0()()0()()(

)1()1()(

/////

////

/

−− −=

−′′=

−=

−=−=

nnn ftpLftLf

ftfpLtLf
ftpLftLf

ftpLffppFtLf
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 Înmulţim prima egalitate cu pn-1, a doua cu pn-2, a treia cu pn-3 , etc, ultima 
rămânând neschimbată, adunând apoi obţinem egalitatea (10). 
 Exemplu. Cunoscînd imaginea funcţiei tωcos ,  
   22cos

ω
ω

+
=

p
ptL  

 
să deducem imaginea funcţiei  folosind teorema de derivare a originalului. 

     .1)sin( 22

2

22 ω
ω

ω
ωω

+
−=−

+
⋅=−

pp
pptL  

 
 Datorită proprietăţii de liniaritate, -ω  poate fi scos în stânga operatorului L şi 
simplificînd cu -ω , obţinem: 
   22sin

ω
ωω
+

=
p

tL . 

 5.Derivarea imaginii. Egalitatea (4) se mai poate scrie: 
  (4')       . )]([)(/ ttfLpF −=
 Funcţia F(p) fiind olomorfă în semiplanul  , din aproape în aproape se 
obţine: 

0ss >

  (12)       . )]()[()()( tftLpF nn −=
 
 Realţia (12) exprimă faptul că derivarea imaginii se traduce prin înmulţirea 
originalului  cu -t. 
 6. Integrarea originalului.Prin integrarea funcţiei original f(t) se înţelege 
operaţia: 

    . ττ df
t

∫
0

)(

 
 Se obţine o nouă funcţie original pe care o notăm cu g(t): 

    ττ dftg
t

∫=
0

)()(

 
 Integrarea originalului se traduce prin împărţirea imaginii sale cu p: 

  (13)    )(1)(
0

pF
p

dfL
t

=∫ ττ  . 

 
 Pentru demonstraţie observăm că : g'(t) = f(t), g(0) =0. Avem : Lg'(t) = Lf(t). 
Aplicând teorema referitoare la derivarea originalului cu notaţiile de mai sus, 
obţinem pLg(t)=Lf(t) din care rezultă (13). 
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7. Integrarea imaginii. Fie f(t) o funcţie original şi F(p)=Lf(t). Integrarea imaginii 
se traduce prin împărţirea originalului corespunzător cu t : 

  (14)     
t
tfLdqqf

p

)()( =∫
∞

. 

  
8. Produsul a două imagini. Produsul a două originale. Fie f(t) şi g(t) două funcţii 
original şi fie imaginile lor: 
     ).()(),()( tLgpGtLfpF ==  
 Atunci: 
 1. Produsul  este tot o imagine şi anume: 

  (15)        ∫ −=⋅
t

dtgfLpGpF
0

.)()()()( τττ

 Integrala din membrul drept se notează : 

   ∫ −=∗
t

dtgfgf
0

.)()( τττ

 şi se numeşte produsul de convoluţie al  funcţiilor f şi g. 
 2. Imaginea produsului    )()( tgtf ⋅   este 
 

  (16)    ∫
∞+

∞−

>−=
ia

ia

sadqqpGqF
i

tgtfL 0,)()(
2
1)]()([
π

. 

 
 
 
4.Transformarea inversă. Formula Mellin-Fourier.

 
 Am văzut că , dată fiind o funcţie original f(t), imaginea sa F(p) prin 
transformarea Laplace este complet determinată. Se pune problema inversă, să se 
determine originalul f(t) când se cunoaşte imaginea sa F(p). Răspunsul este dat de 
următoarea : 
 Teoremă. Dacă f(t) este o funcţie original, avînd indicele de creştere , iar 
F(p) este imaginea sa , egalitatea: 

0s

  (1)      ∫
∞+

∞−

>=
ia

ia

pt sadpepF
i

tf 0,)(
2
1)(
π

                                                            

are loc în toate punctele în care f(t) este continuă. 
 În fiecare punct c de discontinuitate, valoarea funcţiei din membrul drept este 
egală cu :                                  
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    )].0()0([
2
1

++− cfcf  

 Egalitatea (1) se numeşte formula lui Mellin-Fourier şi reprezintă inversa 
transformării: 

     ∫
∞

−=
0

.)()( dtetfpF pt

 Notăm :  )).(()( 1 pFLtf −=
 
 Demonstraţie. Să considerăm funcţia: 

)],0()0([
2
1)( ++−= − cfcfet atϕ  (2)        

egală cu  pe mulţimea punctelor în care f(t) este continuă. În orice interval 
mărginit,

)(tfate−

)(tϕ nu poate decât puncte de discontinuitate de speţa întâi în număr finit, 
acestea fiind punctele în care f(t) este discontinuă. Valoarea funcţiei )(tϕ  într-un 
punct de discontinuitate este egală cu media limitelor sale laterale în acel punct. 
Observăm că funcţia )(tϕ  are următoarele proprietăţi: 
 1. Este derivabilă pe porţiuni; 
 2. În fiecare punct de discontinuitate, )].0(0([

2
1)( ++−= ccc ϕϕϕ  

3. Este absolut integrabilă pe intervalul ),( +∞−∞ .Primele două proprietăţi 
sunt evidente. A treia se dovedeşte imediat. Deoarece f(t) este o funcţie original, 

)(tϕ =0  pentru t < 0 şi rămâne să arătăm că )(tϕ  este absolut integrabilă pe ),0( ∞  . 
Pe acest interval, avem, în toate punctele în care )(tϕ este continuă : 

     tsaeMtfatet )()()( 0−−⋅≤−=ϕ  

şi pentru  integrala funcţiei   pe intervalul 0sa > tsaeM )( 0−−⋅ ),0( ∞  este 
convergentă. De aici rezultă că )(tϕ  este absolut integrabilă pe . ),0( ∞
 Datorită celor trei proprietăţi de mai sus , )(tϕ  poate fi reprezentată printr-o 
integrală Fourier. 

 Avem:      ∫
∞+

∞−

−⋅−∫
∞

= ,)(

0
)(

2
1)( ττσττσ
π

ϕ dteaefdt  

deoarece 0)( =tϕ  pentru t < 0  .De aici rezultă: 

      ∫
∞+

∞−

+−
∫
∞+=⋅ .)(

0
)()(

2
1)( ττστσσ
π

ϕ diaefdtiaetate  

 
Cu schimbarea de variabilă σiap +=   deducem : 
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       )].0()0([
2
1)(

0
)(

2
1

++−=∫
∞+

∞−
=∫

∞+
⋅− tftf

ia

ia
tatedpefdppte

i
ϕτττ

π
 

 Ţinînd seama că ,   această egalitate se reduce la (1) şi 

teorema este demonstrată. 

∫
+∞

− ⋅=
0

,)()( ττ defpF pt

 
 5. Teoreme de dezvoltare. Exemple.
 Pentru determinarea originalului f(t) când se cunoaşte imaginea sa F(p), se 
folosesc deseori teoremele următoare (numite teoreme de dezvoltare): 
 Teorema . Dacă F(p) este o funcţie raţională, 
     

)(
)()(

pB
pApF = , 

în care gradul numărătorului este mai mic cu cel puţin două unităţi decât gradul 
numitorului, iar numitorul B(p) are rădăcini simple, fie acestea , 
atunci F(p) este imaginea funcţiei: 

npppp ,...,,, 210

  (1)           ∑
=

⋅=
n

k

tp

k

k ke
pB
pA

tf
0

/ )(
)(

)( .  

 Demonstraţie. În ipotezele de mai sus, funcţia F(p) admite o descompunere 
de forma: 

    
n

n

pp
a

pp
a

pp
a

pp
a

pF
−

++
−

+
−

+
−

= ...)(
2

2

1

1

0

0 . 

 Coeficientul aj se poate calcula integrînd funcţia F(p) pe un cerc jΓ  cu 
centrul în pj şi de rază suficient de mică astfel ca în interiorul său să nu mai conţină 
alt pol al funcţiei F(p). Avem: 
    
  

∫ ∑ ∫
Γ = Γ −

=
j j

n

k j
k pp

dpadppF
0

)(  

În virtutea teoremei lui Cauchy, 
   0=

−∫
Γ kpp

dp  pentru jk ≠  

 Pe de altă parte, 
   i

pp
dp

k

π2=
−∫

Γ

 deci   

    .2)( jiadppF
j

π=∫
Γ
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 Folosind teorema reziduurilor şi formula de calcul pentru reziduu relativ la 
un pol simplu, avem: 

   .
)(
)(

2)(2)( /
j

j
j pB

pA
iprezFidppF

j

ππ =⋅=∫
Γ

 

 
 Comparăm cu egalitatea precedentă şi deducem: 

   .
)(
)(

/
j

j
j pB

pA
a =  

 
 Cu aceasta, dezvoltarea funcţiei F(p) devine: 

    ∑
= −

⋅=
n

k kk

k

pppB
pA

pF
0

/ ,1
)(
)(

)(  

 iar originalul său are evident expresia (1). 
 Consecinţa 1. Un caz important în aplicaţii este acela în care una din 
rădăcini este nulă. 
 Fie 0 . Notăm B(p) = pR(p) şi avem: 0 =p
    ).()()( // pRppRpB +=
 
 Deoarece R( )=0, k ∈{1, 2, 3, ... , n} , vom avea : kp
     ).()(),0()0()( ///

0
/

kkk pRppBRBpB ⋅===

 
 Descompunerea lui F(p) va lua forma: 

  ∑
= −

⋅
⋅

+⋅=
n

k kkk

k

pppRp
pA

pR
ApF

1
/

1
)(

)(1
)0(
)0()(  şi (1) devine: 

  (2) 
kp

tpen

k kpR
kpA

R
Atf

k
⋅∑

=
+=

1 )(/

)(

)0(
)0()(  

 
 Această egalitate se numeşte formula lui Heaviside.  
 Consecinţa 2. În cazul în care 

)(
)()(

pB
pApF =  fracţie raţională cu grad 

 iar ecuaţia B(p) = 0 are de exemplu ,  rădăcini multiple avînd 
ordinul de multiplicitate 

,2)()( −≤ pgradBpA kp
,kλ  atunci :   

(3)           )(Re)(
2
1)( k

k

ia

ia

pt pzGdpepF
i

tf ∑∫ ==
∞+

∞−π
  unde 

 127



(4)            .
)1(

])()[(
)!1(

1)(
−

=⋅−
−

= k
kpp

ptepFk
kpp

k
kprezG

λλ

λ
 cu a > max (Re ) şi 

a > 0. Formula de mai sus se obţine aplicînd teorema reziduurilor funcţiei  

kp

G(p)= F(p)ept pe curba închisă ( )Γ  din figură trecînd la limtă pentru  ∞→R  şi 
ţinând cont de formula lui Mellin-Fourier: 
 
 
  
                                                        y 
 
  
 
 
                                                                        A(a+iR) 
 

 
                 
                                                       0              a                                 x 
                                       (C) 
                                                                        B(a-iR)    
 
 
 
 

BAC ∪=Γ )(  . 
   
 Exemplu. Se cere originalul funcţiei: 
    .

)4()1(
)( 22 +⋅+
=

pp
ppF  

 Utilizăm prima teoremă de dezvoltare, în care A(p)= p, B(p) = (p2+1)(p2+4). 
Polinomul B(p) are numai rădăcini simple ii 2,±±  . Cu 

)52(2
1

)(
)(

2/ +
=

ppB
pA  obţinem: 

    )()(
6
1)( 22

6
1 itititit eeeetf −− +−+=   

sau cu oaltă scriere  
    ).2cos(cos

3
1)( tttf −=  
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                  6.Aplicaţii ale transformatei  Laplace . Rezolvarea operaţională a 
ecuaţiilor diferenţiale şi a sistemelor de ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi 
constanţi.Exemple .  
 
 
    Datorită faptului că prin transformata Laplace operaţiilor de derivare şi 
integrare le corespund , operaţia de înmulţire respectiv de împărţire cu p , este 
posibilă simplificarea rezolvării unor probleme şi tehnicizarea calculelor . 
Ansamblul acestor procedee bazate pe utilizarea proprietăţilor transformatei 
Laplace constituie calculul simbolic sau calculul operaţional . 
   În general , prin aplicarea transformatei Laplace , ecuaţiile diferenţiale devin 
ecuaţii algebrice , a căror rezolvare este mult mai simplă . 
   Să considerăm problema determinării funcţiei y(x) , x >0 , care verifică ecuaţia 
diferenţială liniară cu coeficianţi constanţi : 
                  (1)              0),(.... 0

/
1

)1(
1

)(
0 >=++++ −

− xxfyayayaya n
nn

şi condiţiile iniţiale : 
                                                                                       
unde  f(x) ,

)2( 1
)1(

1
/

0 )0(,...,)0(,)0( −
− === n

n yyyyyy

nkyk ,1, =  sunt date . 
   Vom presupune că f(x) este un original şi că funcţia y(x) care satisface (1) şi 
(2) îndeplineşte condiţiile impuse originalelor ( astfel înmulţim cu )(xθ ( funcţia lui 
Heaviside) şi obţinem condiţiile. 
    În aceste condiţii , aplicând transformata Laplace eciaţiei (1) şi ţinând seama 
de proprietăţile de liniaritate a transformatatei Laplace , vom obţine : 
             (3)   )(.... 0

/
1

)1(
1

)(
0 xLfLyaLyaLyaLya n

nn =++++ −
−

 
    Notăm : Ly = Y(p) , Lf(x) = F(p) şi ţinând seama de condiţiile iniţiale (2) precum 
şi de regula de derivare a unui original , avem egalităţile : 
 

    (4)                        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+−=

+++−=

++++−=

−
−−−−

−−
−−

0
/

10
2//

2
3

1
2

0
1)1(

12
2

1
1

0
(n)

)(

)()(
....................................................................................

)...()(

)...()(Ly

yppYLy

ypypYpLy

ypypypYpLy

ypypypypYp

n
nnnn

nn
nnn

    
    Înlocuind relaţiile (4) în (3) şi ţinând seama de notaţiile făcute , obţinem o 
ecuaţie de forma : 

(5)          P(p) Y(p) - G(p) = F(p) , 
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unde  G(p) un polinom în p . Ecuaţia (5) se 
numeşte ecuaţia operaţională corespunzătoare ecuaţiei (1) cu condiţiile iniţiale (2)   
(sau problemei Cauchy corespunzătoare ). Din ecuaţia operaţională (5) găsim : 

,...)( 01
1

10 apapapapP n
nn ++++= −
−

  
                       (6)         

)(
)()()(

pP
pGpFpY +

=  . 

 
   Soluţia ecuaţiei (1) care satisface condiţiile (2) este : 
                        (7)         y(x) = L-1(Y(p))  
şi se determină fie folosind formulele lui Mellin-Fourier , fie prin descompuneri 
convenabile ale funcţiei Y(p) . 
    Observaţie.  În general , pentru determinarea unor funcţii original când se cunosc 
imaginile lor se utilizează tabele cu transformata Laplace . 
           Exemplul 1.    Să se determine soluţia ecuaţiei 
                       y''-7y' + 10y = 3ex , x >0 , y(0) = 1 , y'(0) = -3. 
    Notăm : Ly = Y(p) . Aplicând transformata Laplace , obţinem : 
                        (p2-7p + 10)Y(p)-p + 10 = 3/(p-1) de unde  

                        
521)5)(2)(1(

1311)(
2

−
+

−
+

−
=

−−−
+−

=
p

C
p

B
p

A
ppp

pppY  

 
    Găsim :          .

12
17,

3
5,

4
3

−=== CBA  

 
 Deci :   .0,

12
17

3
5

4
3))(()( 521 >−+== − xeeepYLxy xxx  

 Exemplul 2.  Să se determine funcţiile x(t) şi y(t) care verifică sistemul : 
 

                             
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++

=+++++

tyyxx
yyyxxx

2222
12

////

//////

 
şi condiţiile iniţiale : x(0) = 0 , ;y(0) = 1 , y'(0) = -2 . 2)0(/ =x
    Sistemul operaţional corespunzător este : 

                           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=+++

++=+++++

p
p

pYpppXp

p
p

pppXpp

2
2

22

2)()2()()22(

11)1()()12(
 

 
     Soluţia acestui sistem este : 
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                            .
1)1(

11)(,
1)1(

11)( 2222 ++
+

+−=
++

+=
p

p
p

pY
pp

pX  

 
      Originalele acestor funcţii vor fi tocmai soluţia sistemului : 
               
                         x(t) = t + e-tsin t  ,  y(t) = -t + e-tcos t. 
         
      
                           7.  Probleme propuse.
 
 
1)  Să se afle transformata Fourier prin cosinus a funcţiei  .

2
1)(,:

tch
tfRRf =→+  

 
2)  Să se afle transformata Fourier prin sinus a funcţiei   .

4
1)(,: 2 +

=→+ t
tfRRf  

 
3)  Să se afle transformata Fourier prin cosinus a funcţiei   ..

)4(
1)( 22t

tf
+

=  . Din  

 

rezultatul obţinut să se găsească :    .
)4(

sin

0
22 dt

t
utt

∫
∞

+
 

 
 
4)  Să se rezolve  ecuaţia integrală de tip Fourier:  

 
 

∫
∞

+
=

0
2 1
1cos)(

u
utdttf  ,      u >0 . 

 
 
 
5)  Să se determine funcţia f(t) care satisface ecuaţia integrală detip Fourier: 
     

                                         ∫
∞

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−

>

∈

=
0

,
4

,0

),0(,
2

cos)(

ππ
π

ππ

t

t

t

utduuf  
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6) Flosind metoda operaţională să se determine soluţia ecuaţiei diferenţiale , cu  
 
condiţiile iniţiale specificate : 
 
 
                 a)     

4
1)0(,0)0(,2sin4 /// −===− yyxyy  . 

    
                b)    .1)0(,

3
1)0(,1)0(,cos ///2//// −====− yyyxyy   

 
 
 
7) Flosind metoda operaţională să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale cu  
 
 
condiţiile iniţiale specificate : 
         
 
 

                                      ;
15)0(,3)0(
062
044

) /

/

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
=++

=++

yx
yxy
yxx

a ;

1)0(,1)0(,0)0(

)
/

/

/

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

===
++=

+−=

++−=

zyx
zyxz
zyxy

zyxx

b

unde:  
 
                             );();( tyytxx == )(),(),( tzztyytxx ===  
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CAPITOLUL VI 

 

ECUAŢIILE FIZICII MATEMATICE 

 

 

1. Observaţii generale asupra ecuaţiilor cu derivate parţiale. 

 

1.1  Definiţii şi exemple. 

Se numeşte ecuaţie cu derivate parţiale orice ecuaţie de forma: 

(1.1)          0m
nx
um

...,,2
1x

u2
,

nx
u...,,

2x
u,

1x
uu,x,F =

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂ , 

unde F:ΩxRxRnx …xRs→R este o funcţie dată, Ω ⊂ Rn este un domeniu dat, care 

se numeşte domeniu de definiţie al ecuaţiei considerate, x=(x1, x2, … xn )∈Ω. 

 Funcţia u:Ω→R este necunoscuta ecuaţiei. 

Iată câteva exemple de ecuaţii cu derivate parţiale. 

 1 0  Ecuaţia lui Laplace: 

(1.2)       0
n

1i 2
ix

u2
∆u =∑

= ∂

∂
=  

sau ecuaţia lui Poisson: 

(1.3)     -∆u = f (x)      unde f:Ω ⊂ Rn→R este o funcţie dată. 
2  Ecuaţia undelor: 0

(1.4)       ( )ux,f∆u2a2t

u2
=−

∂

∂  

unde a2 este un număr pozitiv dat, f o funcţie cunoscută, definită pe un domeniu 

D=ΩXRt, Ω ⊂ Rn. Primele n variabile x=(x1, x2, … xn ) se numesc variabile 

spaţiale. Ultima variabilă, se notează cu t şi se numeşte temporală (reprezintă 

timpul). 

 30) Ecuaţia căldurii: 
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(1.5)         ( )ux,f∆u2a
t
u

=−
∂
∂  

în care notaţiile sunt aceleaşi ca şi la ecuaţia undelor. 

 Aceste ecuaţii sunt des întâlnite în aplicaţii. Ecuaţia (1.1) se numeşte liniară, 

dacă funcţia F este liniară în raport cu variabila u şi în raport cu toate derivatele 

parţiale ale lui u, care intervin în ecuaţie. Astfel ecuaţia: 

(1.6)      ∑
=

=+
∂
∂n

1i
f(x)u0a

ix
u(x)ia  

este liniară cu derivatele parţiale de ordinul întâi. 

 În cele ce urmează vom studia numai ecuaţia diferenţială liniară de ordinul 

al doilea. Forma generală este: 

(1.7)      ∑
=

=∑
=

+
∂
∂

+
∂∂

∂n

1ji,
f

n

1i
(x)u0a

ix
u(x)ia

jxix
u2

(x)ija  

unde vom presupune că funcţiile aij=aji sunt date şi aij, ai, a0, f : Ω ⊂ Rn→ R. 

Noţiunea centrală, legată de ecuaţii este cea de soluţie. O funcţie u : Ω → R se 

numeşte soluţie a ecuaţiei (1) dacă înlocuită în această ecuaţie ne conduce la o 

egalitate în fiecare punct al domeniului Ω. 

 De exemplu u(x1, x2)=sin x1+cos x2 este soluţie pe R2ecuaţiei: 

(1.8)  0
2x1x

u2
=

∂∂
∂  

iar funcţia u(x1, x2)=  este o soluţie pe R2
2x2

1x − 2 a ecuaţiei lui Laplace. Ecuaţia 

0
n

1i
1

2

ix
u

=∑
=

+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂  nu are nici o soluţie. 

                                                                                                                                                      

1.2  Clasificarea ecuaţiilor liniare de ordinul al doilea. 

Fie Ωx ∈ un punct oarecare fixat. Ataşăm ecuaţiei (1.7) polinomul: 

(2.1)    ( ) ( )∑
=

=
n

1ji, jξiξxijaξ,xP  

unde ( ) n
nξ,...,2ξ,1ξξ R∈= ,  P se numeşte polinomul caracteristic în punctul x al 

ecuaţiei (1.6). Acest polinom este chiar o formă pătrată. 
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Definiţia 1. Ecuaţia (1.7) se numeşte eliptică în punctul x , dacă P( x ,ξ)>0 

sau P( x ,ξ)<0, ∀ξ∈Rn\{0}. 

Definiţia 2. Ecuaţia (1.7) se numeşte hiperbolică în punctul x , dacă 

polinomul caracteristic (2.1) îşi schimbă semnul, adică există cel puţin un vector 

ξ≠0 şi η≠0 astfel încât să avem P( x ,ξ)>0 sau P( x ,η)<0. 

Definiţia 3. Ecuaţia (1.7) se numeşte parabolică în punctul x , dacă 

P( x ,ξ)>0, ∀ξ∈Rn  sau dacă P( x ,ξ)≤0,∀ξ∈Rn şi există cel puţin un vector ξ0≠0, 

astfel încât  P( x ,ξ0)=0. 

Spunem că ecuaţia (1.7) este eliptică în domeniul Ω, dacă ea este eliptică în 

fiecare punct al domeniului Ω. Într-un sens analog utilizăm noţiunile de ecuaţie 

hiperbolică în domeniul Ω sau de ecuaţie parabolică în domeniul Ω. 

Exemple. 

10) Polinomul caracteristic al ecuaţiei lui Laplace (1.2) este 

; deci P(ξ)>0, ∀ξ∈R( ) 2
n....2

2
2

1ξP ξ++ξ+ξ= n\{0} şi ecuaţia lui Laplace este de tip 

eliptic pe Rn. Pentru ecuaţia lui Poisson ∀ξ∈R( ) 02
nξ...2

2ξ
2
1ξξP <⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−= n\{0} şi 

deci ecuaţia este tot de tip eliptic pe Rn. 

20) Polinomul caracteristic al ecuaţiei undelor se poate scrie în felul următor 

Pentru ξ=(1,1,…,1) şi ( ) .2
nξ...2

2ξ
2
1ξ

22ξ,P ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−= aδδ δ=0 avem P(ξ,δ )=-a2n<0 

iar pentru ξ=0 şi =1, P(ξ δ )=1>0, ceea ce înseamnă  că ecuaţia undelor este de tip 

hiperbolic în fiecare punct al domeniului său de definiţie. 

δ

30) În cazul ecuaţiei căldurii avem Observăm că 

P(ξ, )≤0, ∀ξ∈R

( ) .2
nξ...2

2ξ
2
1ξ

2aξ,P ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++=δ

δ n iar pentru ξ=0 şi δ =1,P(0,1)=0. Deci ecuaţia este de tip 

parabolic în fiecare punct al domeniului de definiţie. 

 Un caz particular important al ecuaţiei (1.7) este ecuaţia cu două variabile 

independente. Vom nota x1=x, y1=y; ecuaţia (1.7) se mai poate scrie şi astfel: 

(2.2) ( ) ( ) ( ) 0
y
u,

x
uu,y,x,d2y

u2
yx,c

yx
u2

yx,2b2x

u2
yx,a =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂  
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Ecuaţia (2.2) se numeşte cvasiliniară (aproape liniară) dacă d≠0; dacă d=0, 

ecuaţia (2.2) se numeşte liniară. Polinomul caracteristic al ecuaţiei (2.2) este: 

(2.3)        . ( ) ( ) ( ) ( ) 2ηyx,cξηyx,2b2ξyx,aηξ,y,x,P ++=

Notăm: 

(2.4)          . ( ) ( ) ( ) ( yx,cyx,ayx,2byx, −=δ )

Atunci: 

10) Dacă  (x,y)<0, atunci δ ( ) 0ηξ,y,x,P > sau < 0 ∀(ξ , η)∈R2\{0,0}. În acest 

caz ecuaţia (2.2) este eliptică în punctul (x,y). 

20) Dacă  (x,y)=0, atunci δ ( ) 0ηξ,y,x,P ≥ sau ≤0 ∀(ξ , η)∈R2 şi P(x,y;0,1)=0. 

Prin urmare în acest caz ecuaţia (2.2) este parabolică în punctul (x,y). 

30) Dacă  (x,y)>0, atunci polinomul (2.3) îşi schimbă semnul, deci ecuaţia 

(2.2) este hiperbolică în punctul (x,y). 

δ

 

1.3. Forma canonică a ecuaţiilor liniare de ordinul al doilea. 

 Orice ecuaţie de forma: 

(3.1)       f
n

1i
u(x)0a

ix
u(x)

n

1i ia2
ix

u2
iλ =∑

=
⋅+

∂
∂

∑
=

+
∂

∂   

se numeşte ecuaţie de formă canonică dacă λi∈{-1, 0, 1} pentru fiecare 

i∈{1,2,…,n}.Polinomul caracteristic al ecuaţiei (3.1) este . Deoarece ( ) ∑
=

=
n

1i
2
iξiλξP

iλ  pot fi egali numai cu –1, 0 sau 1, această formă pătratică este de formă canonică 

în sensul întâlnit în algebra liniară. Este evident că  P(ξ)>0, ∀,ξ≠0⇔λ1=λ2= … 

=λn=1, iar P(ξ)<0 ∀,ξ≠0⇔λ1=λ2= … =λn=-1. Prin urmare forma canonică a 

ecuaţiilor eliptice este: 

fu
n

1i
(x)0a

ix
u(x)ia∆u =∑

=
+

∂
∂

+± . 

Dacă λ1=λ2= … =λk=1 sau λ1=λ2= … =λk=-1 şi λk+1= … =λn=0 unde k<n, 

vom avea P(ξ) 0, ∀,ξ∈R≥ n respectiv P(ξ)≤0 ∀,ξ∈Rn, ceea ce înseamnă că forma 

canonică a ecuaţiilor parabolice este : 
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f
n

1i
u(x)0a

ix
u(x)ia

k

1i 2
ix

u2
=∑

=
⋅+

∂
∂

∑
=

+
∂

∂  

Dacă există cel puţin un coeficient λi egal cu +1 şi cel puţin unul egal cu –1 

atunci şi doar atunci ecuaţia (3.1) va fi forma canonică a ecuaţiilor hiperbolice. 

Prezintă interes să transformăm o ecuaţie dată în forma canonică . 

Vom prezenta acest lucru pentru ecuaţia (1.7) cu coeficienţi constanţi. Notăm cu 

}
matricea polinomului caracteristic . Din 

algebra liniară se cunoaşte că există, o matrice nesingulară 
}
astfel 

că după înlocuirea variabilelor ξ

{ n1,2,...,ji,ijaA
∈

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

n1,2,...,ji,ijbB
∈

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

( ) ∑
=

=
n

1ji, jξiξijaξP

{

1, ξ2,…, ξn cu variabile noi η1, η2,…, ηn date de 

egalităţile 

(3.2)          n1,i,jξ
n

1j ijbiη =∑
=

=  

polinomul caracteristic se transformă în forma canonică . Între 

matricile A şi B şi între numerele λ

( ) ∑
=

=η
n

1i
2
iηiλQ

1, λ2,…, λn există următoarea relaţie: 

(3.3)     unde B
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nλ...00

0...2λ0

0...01λ

AB*B * este adjuncta lui B. 

Are loc următoarea teoremă: 

Teorema 3.1. Dacă coeficinţii aij sunt constanţi, atunci după înlocuirea 

variabilelor x1, x2,…, xn cu variabilele y1, y2,…, yn date de egalităţile: 

(3.4)     n1,i,jx
n

1j ijbiy =∑
=

=  

ecuaţia (1.7) se transformă în: 

(3.5)       ∑
=

=+
∂
∂

+∑
= ∂

∂ n

1i
g(y)0b

iy
u(y)ib

n

1i 2
iy

u2
iλ  

unde: λi∈{-1. 0, 1}. 

Demonstraţie. Din (3.4) rezultă egalităţile: 
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∑
= ∂

∂
=∑

= ∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ n

1k ikb
ky
un

1k ix
ky

ky
u

iλ
ix

u  

şi 

∑
= ∂∂

∂
=∑

= ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂∂

∂ n

1lk, lyky
u2

jlbikb
n

1k ky
u

jxikb
jyix

u2
. 

După înlocuirea acestor egalităţi în ecuaţia (1.7) obţinem: 

(3.6) ∑
=

=+
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∑
=

+
∂∂

∂
∑
= ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∑
=

n

1k
g(x)u0a

ky
un

1i ik(x)bia
lyky

u2n

1lk,

n

1ji, jlbijaikb . 

Însă  este elementul de pe linia k şi coloana l a matricei B∑
=

n

1ji, jlbijaikb *AB. 

Deci conform egalităţii (3.3) avem: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=
=∑

= lkdaca0,

lkdaca,kλn

1ji, jlbijaikb . 

 Egalităţile (3.4) le scriem sub formă matricială y=B*x. Rezolvând acest 

sistem în raport cu x obţinem x=(B*)-1y . În sfârşit, notând 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

n

1i
y1*Bfg(y)siy1*B0ay0b,ikby1*Bia(y)kb  din (3.6) obţinem 

forma canonică (3.5). 

 

1.4. Probleme de bază ale teoriei ecuaţiilor cu derivate parţiale. Condiţii la limită 

şi condiţia Cauchy 

 Problemele cele mai importante ale acestei teorii se formează în mod diferit 

prin cele trei tipuri de ecuaţii. Formulăm prezentarea problemelor Dirichlet şi 

Neumann pentru ecuaţiile eliptice şi a problemelor Cauchy pentru ecuaţiile de tip 

parabolic şi hiperbolic. Considerăm ecuaţia: 

(4.1) D(x,D)u=f  unde  ( ) ∑
=

+
∂
∂

+∑
∂∂

∂
=

n

1i
(x)a0a

ix
u(x)ia

n

ji, jxix
u2

(x)ijauDx,D  

definită pe un domeniu mărginit Ω⊂Rn.Presupunem că ecuaţia (4.1) este eliptică în 

fiecare punct al domeniului Ω.(∂Ω frontiera domeniului Ω). 
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PROBLEMA Dirichlet. Fiind date două funcţii f şi h, f: Ω→R, h:∂Ω→R 

să se găsească o funcţie u:Ω→R care să satisfacă următoarele două condiţii: 

(4.2)    D(x,D)u(x)=f(x),   ∀x∈Ω 

şi 

(4.3)  Ω0x),0h(xu(x)
0x

lim ∂∈∀=
→

. 

Condiţia (4.2) înseamnă că funcţia căutată u trebuie să fie o soluţie a ecuaţiei 

(4.1) în domeniul Ω. Egalitatea (4.3) se numeşte condiţia la limită a problemei 

Dirichlet, şi se va nota pe scurt cu fΩu =∂ . 

PROBLEMA Neumann. Fiind date două funcţii f: Ω→R, h: Ω→R să se 

găsească o funcţie u:Ω→R care să satisfacă următoarele condiţii: 

∂

(4.4)       D(x,D)u(x)=f(x),   ∀x∈Ω 

şi 

(4.5)         Ω0x),0h(x
d

du(x)
0x

lim ∂∈∀=
υ→

 

unde 

(4.6)    (∑
= ∂

∂
=

n

1ji, ix,0Ncos
jx

u(x)ija
dυ

du(x) )   

iar N0 este normala exterioară la ∂Ω faţă de Ω în punctul x0. 

Condiţia (4.5) se numeşte condiţie la limită şi se va nota pe scurt h
Ωdυ

du
=

∂
. 

Observăm că în cazul ecuaţiei lui Laplace, condiţia la limită a problemei lui 

Neumann devine deosebit de simplă: 

( )∑
= ∂

∂
=

∂
∂

=
n

1i 0N
u

ix,0Ncos
ix

u
dυ

du(x)  

adică tocmai derivata funcţiei u în direcţia normalei N0. 

 Pe lângă cele două probleme în practică se mai întâlnesc şi combinaţii ale 

lor. Să considerăm mai departe, numai ecuaţii parabolice de forma particulară: 

(4.7)      ( ) fuDx,D
t
u

=
∂
∂  

şi ecuaţii hiperbolice de forma particulară: 
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(4.8)      ( ) fuDx,D
2t

u2
=−

∂

∂ , 

unde D este dat în (1). Presupunem că expresia D(x,D) este eliptică pe tot 

domeniul de variaţie al variabilei spaţiale x. 

PROBLEMA Cauchy pentru ecuaţia parabolică (4.7). Fiind date două 

funcţii f:RnxR+→R şi α:Rn→R să se găsească o funcţie u:RnxR+→R care satisface 

următoarele condiţii: 

(4.9)       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +∈∀=−
∂

∂ xRnRtx,,tx,ftx,uDx,D
t

tx,u  

şi 

(4.10)  
( )

( ) nRx,xαt)u(x,
,0xtx,

lim ∈∀=
→ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

, 

unde (x,t)∈Rn×R+. 

condiţia (4.10) se numeşte condiţia iniţială a problemei Cauchy. Pe viitor condiţia 

(4.10) se va nota pe scurt u/t=0=α. 

PROBLEMA Cauchy pentru ecuaţia hiperbolică (4.8). 

Articol I. Fiind date trei funcţii f:Rnx R+→R şi α, β:Rn→R să se găsească o 

funcţie u:Rnx R+→R, care satisface următoarele condiţii: 

(4.11)  ( ) ( ) ( ) ( ) +∈∀=−
∂

∂ xRnRtx,,tx,ftx,uDx,D
2t

u2
 

(4.12)  
( )

( ) nRx,xαt)u(x,
,0xtx,

lim ∈∀=
→ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

 

şi 

(4.13)  
( )

( ) nRx,xβ
t

t)u(x,
,0xtx,

lim ∈∀=
∂

∂
→ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

 

unde (x,t)∈Rn×R+. 

Condiţiile iniţiale (4.12) şi (4.13) le vom nota β0tusiα0tu ==== . 

Facem o importantă observaţie relativă la toate problemele de mai sus. 

Pentru ca enunţurile acestor probleme să fie complete trebuie să mai indicăm şi 

clasele de funcţii din care fac parte coeficienţii aij, ai şi a0, funcţiile f, α, β şi g, 
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respectiv clasele de funcţii în care se caută soluţia u a problemei. Toate aceste 

precizări se vor face în capitolele ce urmează când se vor studia efectiv aceste 

probleme. 

Mai subliniem că la studierea acestor probleme se urmăresc trei aspecte 

principale. Existenţa soluţiei, unicitatea soluţiei şi găsirea unor metode care să ne 

permită determinarea efectivă a soluţiei sau a unei aproximaţii a soluţiei. 

 

1.5. Probleme de fizică ce conduc la ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul al 

doilea. 

Ecuaţiile cu derivate parţiale modelează fenomene din fizică, chimie, tehnică 

etc. Astfel ecuaţiile hiperbolice se întâlnesc la descrierea fenomenelor ondulatorii. 

Ecuaţiile parabolice descriu fenomene de transfer cum ar fi transferul de substanţe 

în procesele de difuzie. Ecuaţiile eliptice se întâlnesc la fenomenele statice, deci la 

fenomene care nu variază în timp. Vom prezenta câteva exemple de descriere 

matematică a unor probleme de fizică. 

Să considerăm o coardă flexibilă de lungime l, fixată la capete care în poziţia 

de echilibru şi momentul t=0 coarda este scoasă din echilibru şi începe să vibreze. 

Ne propunem să determinăm poziţiile coardei pentru t > 0 presupunând că se 

cunoaşte poziţia iniţială a ei şi vitezele punctelor ei la momentul t=0. Facem 

următoarele ipoteze simplificatoare: asupra coardei acţionează numai tensiunea şi 

forţele de inerţie. Coarda vibrează într-un plan fix, şi deplasarea coardei de la 

poziţia de echilibru este mică. O astfel de situaţie se realizează dacă scoteam 

coarda din poziţia de echilibru şi o lăsăm să vibreze. Transcriem în limbaj 

matematic problema de mai sus. Alegem axele de coordonate x O u în planul 

vibraţiei astfel ca  intervalul lx0 ≤≤  să coincidă cu poziţia de repaus a coardei. 

Funcţia u va reprezenta deplasarea coardei de la poziţia de repaus. Pentru 

determinarea poziţiei coardei va trebui să găsim tocmai funcţia u=u(x,t). 
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Alegem arbitrar un arc de pe coardă. Fie x2M1M
∧

i abscisa punctului Mi, 

i=1,2. Alegerea arcului considerat acţionează tensiunea reprezentată de vectorii 

i=1,2 situaţi pe tangenta în M),( txF i

→

i la curba u=u(x,t): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Forţele de inerţie care acţionează asupra lui sunt paralele cu axa Ox şi 

valoarea lor absolută este: 

2M1M
∧

x

u 

0 2x1x

1α

2α2M
1M

F
→

2 , t )(x

1 , t )(→ 
F x

∫
∂

∂
−

2x

1x
dx2t

u2
ρ(x)  

unde ρ(x) reprezintă densitatea coardei. 

 Din fizică se ştie că suma forţelor care acţionează asupra arcului M1M2 este 

egală cu zero. Deci proiecţiile acestei sume pe cele două axe este egală cu zero: 

(5.1)  F(x2,t)cos α2- F(x1,t)cosα1=0 

(5.2)  F(x2,t)sin α2- F(x1,t)sinα1 ∫
∂

∂
−

2x

1x
dx2t

u2
ρ(x) =0 

(aici am notat cu F(x2;t) modulul forţei t),i(xF
r

 şi au αi unghiul format de tangenta 

la M1M2 cu axa Ox.) Avem: 
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1

ixx

2

x
u1

1

iα
2tg1

1
2cosα ≈

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+

=
+

=  

şi 

ixxx
u

ixx

2

x
u1

x
u

iα
2tg1
itgα

iαsin
=∂

∂
≈

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+

∂
∂

=
+

=  

unde am ţinut cont de faptul că deplasarea coardei de la poziţia de echilibru este 

foarte mică, deci 
x
u
∂
∂ ia valori mici şi atunci 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
u se poate neglija. Astfel din (5.1) 

obţinem egalitatea: F(x1,t)= F(x2,t). Arcul M1M2 fiind ales arbitrar, această 

egalitate ne arată că F nu depinde de x. Uşor ne putem convinge că funcţia F nu 

depinde nici de timp. Într-adevăr, legea lui Hooke ne arată că tensiunea variază în 

timp numai dacă variază lungimea coardei. 

 Însă lungimea coardei este dată de integrala: 

dx
l

0

2

x
u1∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+ . 

Având în vedere că vibraţiile sunt mici găsim că: 

  

l
l

0
dxdx

l

0

2

x
u1 =∫≈∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+ . 

Deci lungimea coardei se poate considera neschimbată în timpul vibraţiei. 

Prin urmare F nu depinde de t. Cu  aceste observaţii, din (2) rezultă că: 

∫ =
∂

∂
−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

=∂
∂

−
=∂

∂ 2x

1x
0dx2t

u2
ρ(x)

1xxx
u

2xxx
uF  
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a) Ţinând seama de relaţia 

∫
∂

∂
=

=∂
∂

−
=∂

∂ 2x

1x
dx2x

u2

1xxx
u

2xxx
u  

obţinem egalitatea: 

0dx
2x

1x 2t

u2
ρ(x)2x

u2
F =∫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂
−

∂

∂  

valabilă pentru orice pereche de puncte x1 şi x2 de pe intervalul (0,l) ceea ce este 

posibil numai atunci când: 

02t

u2
ρ(x)2x

u2
F =

∂

∂
−

∂

∂ . 

Presupunând că densitatea ρ este constantă şi notând 
ρ
F2a =  ajungem la 

ecuaţia coardei vibrante: 

(5.3)    2x

u22a2t

u2

∂

∂
=

∂

∂   

Problema de fizică formată iniţial se poate enunţa matematic în felul 

următor: Să se găsească funcţia u=u(x,t) definită pentru 0<x<l şi t>0, care satisface 

următoarele condiţii: 

 10 +×∈∀=
∂

∂
−

∂

∂ Rl)(0,t)(x,0,2x

t)u(x,22a
2t

t)u(x,2
 

 20 ( ) l)(0,x(x),
0tt

t)u(x,(x),0ttx,u ∈∀ψ=
=∂

∂
ϕ==  

 30 u(0,t)=u(l,t)=0,  ∀t>0, 

unde ϕ şi ψ sunt funcţii date. Funcţia ϕ reprezintă profilul iniţial al coardei iar 

funcţia ψ - viteza punctelor coardei în momentul iniţial. Deci am ajuns la o 

problemă Cauchy – Dirichlet pentru ecuaţia coardei vibrante. 

 Trecem la prezentarea unei probleme de fizică care ne va conduce la ecuaţia 

căldurii. 

 Considerăm o bară subţire, de lungime l, aşezată de-a lungul intervalului 

 de pe axa ox a sistemului de coordonate x O u. Presupunând că suprafaţa lx0 ≤≤
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laterală a barei este termic izolată, deci schimb de căldură între bară şi mediul 

ambiant se produce numai prin cele două capete ale barei şi în orice moment, 

admiţând că se cunoaşte temperatura fiecăruia punct al barei la momentul t=0 şi 

temperatura ambelor capete în orice moment. 

 Presupunem că temperatura barei, în secţiunile perpendiculare pe axa ei, este 

constantă. Adică temperatura u depinde numai de abscisa x a barei şi de timpul t. 

Considerăm o porţiune oarecare M1M2 din bară, delimitată de abscisele x1 şi x2. 

Conform legii lui Fourier, cantitatea de căldură care întră în porţiunea M1M2 din 

capătul x1 este dată de egalitatea: 

( )
1xxx

ukτt,1xq
=∂

∂
−=  

iar prin capătul x2, de egalitatea: 

( )
2xxx

ukτt,2xq
=∂

∂
−=  

aici k este o costantă numită coeficientul de conductibilitate termică iar constanta τ 

este aria secţiunii perpendiculare a barei. Creşterea cantităţii de căldură în 

porţiunea M1M2 şi în intervalul de timp (t1,t2) este dată de egalitatea: 

( ) ( )[ ]∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∂
∂

−
=∂

∂
=+= 2t

1t
dt2t

1t 1xxx
u

2xxx
ukτdtt,1xqt,2xqQ  

sau 

∫ ∫
∂

∂
=

2x

1x

2t

1t
dxdt2x

u2
kτQ . 

Pe de altă parte, această creştere a cantităţii de căldură se mai poate exprima 

şi cu creşterea temperaturii 

( ) ( ){ }∫ −σ=
2x

1x
dx1tx,u2tx,ucρQ  

sau cu 

∫ ∫
∂
∂

=
2x

1x

2t

1t
dxdt

t
ucρQ σ  
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unde ρ este densitatea barei, iar c este o constantă numită căldura specifică a barei. 

Egalând cele două integrale care exprimă pe Q, găsim: 

0
2x

1x

2t

1t
dxdt2x

u2
kρ-

t
ucρ =∫ ∫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂
∂
∂σ . 

Ţinând seama de faptul că această egalitate este adevărată pentru orice t1>0, 

t2>0 şi orice x1, x2 ∈ (0,l), găsim că: 

02x

u2
kρ

t
ucρ =

∂

∂
−

∂
∂σ  

sau 

(5.4)    2x

u22a
t
u

∂

∂
=

∂
∂  

unde 
cρ
k2a = . Deci temperatura barei satisface ecuaţia (5.4) numită ecuaţia 

căldurii. 

Problema fizică pe care ne-am propus-o o putem transcrie prin următoarea 

formulare matematică: Să se găsească funcţia u=u(x,t) definită pentru 0<x<l şi t>0 

care satisface următoarele condiţii: 

10 +×∈∀=
∂

∂
−

∂

∂ Rl)(0,t)(x,0,2x

t)u(x,22a
t

t)u(x,  

20 l)(0,x(x),0u0tu ∈∀==  

30 0β(t)lxuα(t),0xu >∀==== t  

unde u0, α şi β sunt funcţii date. Funcţia u0 reprezintă temperatura barei la 

momentul t=0, α ne dă temperatura barei la capătul x=0, iar β temperatura barei la 

capătul x=l, în orice moment t>0. Astfel problema considerată ne-a condus la o 

problemă Cauchy – Dirichlet pentru ecuaţia căldurii. 

 Ultimul exemplu din fizică pe care îl considerăm ne va conduce la ecuaţia 

lui Laplace. Să studiem ecuaţia unui fluid într-un domeniu Ω din planul xOy. 

Formulăm următoarea problemă: cunoscând vitezele fluidului pe frontiera lui Ω să 

se determine aceste viteze în punctele domeniului Ω. Facem aici nişte ipoteze 
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simplificatoare. Presupunem că mişcarea este staţionară, adică viteza de mişcare nu 

depinde  de timp; deci ea depinde numai de poziţia punctelor din Ω. Notăm cu 

( yxv , )  această viteză. Presupunem că există potenţial u=u(x,t) al vitezei, adică: 

( ) Ωy)(x,y),u(x,gradyx,v ∈∀−= . 

 Mai presupunem că în domeniul Ω nu există nici o sursă, deci punctele prin 

care să apară sau să dispară fluid. Această ipoteză se exprimă prin egalitatea: 

( ) Ωy)(x,0,yx,vdiv ∈∀= . 

Considerând ultimele egalităţi, obţinem: 

( ) Ωy)(x,0,yx,ugraddiv ∈∀=  

sau 

(5.5)  ( ) Ωyx,0,2y
u2

2x
u2

∈∀=
∂

∂
+

∂

∂ . 

Prin urmare, potenţialul vitezelor satisface ecuaţia lui Laplace (5.5). Dacă 

mai ţinem seamă şi de egalitatea 

( ) ( ) ( )1N,vyN,cos
y
uxN,cos

x
u

dN
du

=
∂
∂

+
∂
∂

=  

unde N este normala la Ω, exterioară faţă de Ω, iar N∂ 1 este vectorul unitar în 

direcţia lui N, atunci problema fizică considerată se transpune astfel: să se găsească 

funcţia u=u(x,y) definită în domeniul Ω, care satisface următoarele condiţii: 

10  ( ) Ωyx,0,2y

y)u(x,2

2x

y)u(x,2
∈∀=

∂

∂
+

∂

∂  

20  f
ΩdN

du
=

∂
 

unde f:∂Ω→R este o funcţie dată. Problema fizică considerată ne-a condus la o 

problemă Neumann pentru ecuaţia lui Laplace. 
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2.Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul doi. Clasificare. Reducerea la forma 

canonică 

 

Studiul unor fenomene fizice ca vibraţiile firelor şi membranelor, propagarea 

căldurii, propagarea undelor electromagnetice ş.a. conduc la ecuaţii diferenţiale cu 

derivate parţiale de ordinul doi. Deducerea acestor ecuaţii ce descriu în timp şi 

spaţiu evoluţia fenomenului studiat se realizează prin aplicarea unor legi specifice 

fenomenului respectiv ţinându-se seama de condiţiile concrete de apariţia şi 

evoluţia fenomenului respectiv. Din acest motiv, pe lângă ecuaţia diferenţială ce 

reprezintă rezultatul modelării matematice a fenomenului studiat trebuie date 

condiţiile suplimentare concrete în care s-a realizat fenomenul, fapt ce asigură în 

general unicitatea şi existenţa soluţiei problemei cercetate. 

Rezolvarea diferitelor probleme care conduc la ecuaţii diferenţiale cu 

derivate parţiale de ordinul doi este strâns legată de reducerea acestor ecuaţii la 

forme mai simple printr-o schimbare a variabilelor independente. Aceste forme 

ireductibile la altele mai simple le vom numi forme canonice. 

Fie ecuaţia cu două variabile independente x şi y: 

(1)    ( ) 0)
y
u,

x
uu,y,d(x,2y

u2
y)c(x,

yx
u2

y)2b(x,2x

u2
yx,a =

∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂  

unde coeficienţii a, b, c şi funcţia necunoscută u sunt de clasă C2(D), D⊂ R2iar 

a,b,c nenuli simultan în D. 

 Observăm că ecuaţia (1) este liniară în general numai cu derivatele de 

ordinul doi. Din acest motiv (1) se numeşte ecuaţie cvasiliniară (aproape liniară). 

 Ecuaţiei (1) îi ataşăm ecuaţia 

(2)        02y)dxc(x,y)dydx2b(x,2y)dya(x, =+−

numită ecuaţia caracteristică a ecuaţiei (1). 

 Să considerăm schimbarea de variabile: 

(3)          
⎩
⎨
⎧

=
=

y)η(x,η
y)ξ(x,ξ
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cu proprietatea ( )
( ) 0

yx,D
ηξ,D

≠  ceea ce asigură posibilitatea determinării lui x,y din (3). 

( ) ( )( )ηξ,2Ψy,ηξ,1Ψx == . 

 Pentru derivatele funcţiei u vom obţine: 

(4) 
y
η

η
u

y
ξ

ξ
u

y
u;

x
η

η
u

x
ξ

ξ
u

x
u

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂  

(5) 2x

η2

η
u

2x

ξ2

ξ
u2

x
η

2η

u2

x
η

x
ξ

ξ
u2

2
2

x
ξ

2ξ

u2

2x

u2

∂

∂
⋅

∂
∂

+
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂
⋅

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂

∂
+

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⋅
∂

∂
=

∂

∂
η

 

(6) 2y

η2

η
u

2y

ξ2

ξ
u

2

y
η

2η

u2

y
η

y
ξ

ξ
u2

2
2

y
ξ

2ξ

u2

2y

u2

∂

∂
⋅

∂
∂

+
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂
⋅

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂

∂
+

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅
∂

∂
=

∂

∂
η

 

(7) 

yx
η2

η
u

yx
ξ2

ξ
u

y
η

x
η

2η

u2

x
η

y
ξ

x
η

x
ξ

ηξ
u2

y
ξ

x
ξ

2ξ

u2

yx
u2

∂∂
∂

⋅
∂
∂

+

+
∂∂

∂
⋅

∂
∂

+
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

⋅
∂∂

∂
+

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂

∂
=

∂∂
∂

 

Înlocuind aceste expresii în (1) aceasta devine tot o ecuaţia cvasiliniară: 

(1’) ( ) ( ) ( ) 0)
η
u,

ξ
uu,,,D(ξ2η

u2
ηξ,C

ηξ
u2

ηξ,2B2ξ

u2
ηξ,A =

∂
∂

∂
∂

η+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂  

unde noii coeficienţi au expresiile: 

(8) 

( )

( )

( )

y
η

y
ξ

2

y
ηc

y
η

x
η2b

2

x
ηaηξ,C

c
x
η

y
ξ

y
η

x
ξb

y
η

x
ξaηξ,B

2

y
ξc

y
ξ

x
ξ2b

2

x
ξaηξ,A

∂
∂

∂
∂

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=

 

Vom determina schimbarea de variabile (3) astfel ca ecuaţia (1’) să ia o 

formă cât mai simplă. 

Deoarece ecuaţia caracteristică (2) se descompune în două ecuaţii 

diferenţiale ordinare de ordinul întâi rezultă că cele două familii de curbe integrale 

pot fi reale, distincte, reale şi confundate sau complex conjugate în funcţie de 

 149



semnul expresiei . Ecuaţiile diferenţiale de tipul (1) 

pot fi clasificate în: 

( ) ( ) ( ) ( yx,cyx,ayx,2byx,δ ⋅−= )

I) Ecuaţii de tip hiperbolic dacă δ(x,y)>0, ∀(x,y)∈∆⊆D 

II) Ecuaţii de tip parabolic dacă δ(x,y)=0, ∀(x,y)∈∆⊆D 

III) Ecuaţii de tip eliptic dacă δ(x,y)<0, ∀(x,y)∈∆⊆D. 

 

I) Reducerea la forma canonică a ecuaţiilor de tip hiperbolic (δ>0). 

 

Dacă a şi c nu sunt simultan nuli, de exemplu a≠0 ecuaţia (2) se descompune 

în: 

(9)      ( ) ( )yx,2µ
dx
dy;yx,1µ

dx
dy

==  

unde µ1 şi µ2 sunt rădăcinile ecuaţiei 

(2’)         aµ2-2bµ+c=0. 

b) Prin integrarea ecuaţiei (9) se obţine 

(10)    . 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

2Cyx,2

1Cyx,1
ϕ

ϕ

Printr-o deplasare pe una din curbele (10), avem respectiv: 

0dy
y
2dx

x
20;dy

y
1dx

x
1 =

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
+

∂

∂ ϕϕϕϕ
. 

Ţinând seama că (10) s-au obţinut prin integrarea ecuaţiilor (9) rezultă: 

y
2

x
2

2µ,

y
1

x
1

1µ

∂

ϕ∂
∂

ϕ∂

−=

∂

ϕ∂
∂

ϕ∂

−= . 

Inlocuind  în (2’)  avem: 

 (2``)     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

0
2

y
2c

y
2

x
22b

2

x
2a

0
2

y
1c

y
1

x
12b

2

x
1a

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

. 
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Comparând (2’’) cu (8) observăm că este indicată următoarea schimbare de 

variabile: 

(11)       
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

yx,2η

yx,1ξ

ϕ

ϕ

pentru care avem A≡0, C≡0. Coeficientul B nu poate fi nul. Într-adevăr, cu 

schimbarea (11) B are expresia: 

                      ( )[ ]c21b21a
y
2

y
1B ++−

∂

∂
⋅

∂

∂
= ϕϕϕϕ

ϕϕ
 

şi ţinând seama de relaţiile între rădăcinile şi coeficienţii ecuaţiei (2’) rezultă: 

                      
a

2bac
y
2

y
12B −

⋅
∂

∂
⋅

∂

∂
=

ϕϕ
. 

Deoarece prin ipoteză a≠0 (ϕ1 şi ϕ2 depind de y) , b2-ac>0 rezultă B≠0. 

Ecuaţia (1’) poate fi scrisă (:2B1) sub forma: 

(12)     0
η
u,

ξ
uu,η,ξ,H

ηξ
u2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂∂

∂ . 

Ecuaţia (12) este  forma canonică a ecuaţiei de tip hiperbolic. 

 

II) Reducerea la forma canonică a ecuaţiilor de tip parabolic (δ=0) 

 

Cele două ecuaţii diferenţiale (9) se reduc la una singură y)µ(x,
dx
dy

= , unde 

µ verifică: 

(14)     . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=+−

0baµ
0c2bµ2aµ

Fie ϕ(x,y)=C integrala generală a ecuaţiei y)µ(x,
dx
dy

= .  

Pentru o deplasare pe una din aceste curbe avem: 

                     0dy
y

dx
x

=
∂
∂

+
∂
∂ ϕϕ . 
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Deducem uşor că 

y

xµ

∂
ϕ∂
∂
ϕ∂

−= . Înlocuind în (14) obţinem: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

0
yx

a

0
2

y
c

yx
2b

2

x
a

ϕϕ

ϕϕϕϕ

b

. 

Observăm din (8) că, dacă facem schimbarea de variabile ξ=ϕ(x,y), η=x (sau 

η=y) găsim A=0, B=0, C=a. Cum a≠0, din (1) obţinem: 

(15)        0
η
u,

ξ
uu,η,ξ,P2η

u2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂

∂ . 

Ecuaţia (15) este forma canonică a ecuaţiei de tip parabolic. 

 Am presupus a≠0. Dacă a=0, din condiţia b2-ac=0 rezultă b=0 şi ecuaţia (1) 

ar fi avut de la început forma canonică. 

 

III) Reducerea la forma canonică a ecuaţiilor de tip eliptic (δ<0) 

 Funcţiile µ1 şi µ2 din (9) sunt imaginar conjugate. Aceeaşi proprietate vor 

avea şi funcţiile ϕ1 şi ϕ2 din (10). 

Cu schimbarea (11) ecuaţia (1) s-a redus  la (12). Pentru a reveni la funcţiile 

reale, vom face o nouă schimbare de variabile. Din egalităţile: ξ=α+iβ; 

η=α−iβ deducem ( ) ( )ηξ
2i
1β,ηξ

2
1α +=+= . 

Avem: 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
=

∂∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

2β
u2

2α
u2

4
1

ηξ
u2

şi
β
ui

α
u

2
1

ξ
u . 

Se obţine astfel forma canonică a ecuaţiei de tip eliptic: 

(16)       0
β
u,

α
uu,β,α,E2β

u2
2α
u2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
−

∂

∂ . 

Observaţie. Deoarece δ<0, ecuaţia caracteristică (2) are curbele caracteristice 

complex conjugate: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−=ψ

=+=ϕ

2Cyx,iβyx,αyx,
1Cyx,iβyx,αyx,

. 

Efectuând schimbarea de variabile: 

( )
( ) ( ) ( ) 0ΩδcuΩ,yx,

yx,βη
yx,αξ

<∈
⎩
⎨
⎧

=
=  

obţinem B(ξ ,η)≡0, A(ξ ,η)= C(ξ ,η) şi ecuaţia (1) primeşte forma canonică: 

(17)   0
η
u,

ξ
uu,η,ξ,*E2η

u2

2ξ

u2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
−

∂

∂ . 

 

3. Ecuaţii liniare şi omogene în raport cu derivatele de ordinul al doilea, cu 

coeficienţi constanţi. 

 

Să considerăm ecuaţia: 

(1)     02y

u2
c

yx
u2

2b2x

u2
=

∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂a  

unde a, b, c sunt constante. 

Ecuaţia caracteristică ataşată ecuaţiei (1) este: 

(2)    0c
xd
yd2b

2

xd
yda =+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Rădăcinile µ1 şi µ2 ale ecuaţiei (2) sunt constante. Ecuaţia (2) se înlocuieşte 

prin ecuaţiile 

dy - µ1dx = 0, dy - µ2dx = 0 care prin integrare dau: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

2Cx2µy
1Cx1µy

  unde C1 şi C2 sunt constante. 

Vom aduce ecuaţia (1) la forma canonică. 

Cazul I. Dacă δ=b2-ac > 0, ecuaţia (1) este de tip hiperbolic µ1≠µ2 (reale). Cu 

schimbarea de variabile 

(3)        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

x2µyη

x1µyξ

 153



obţinem: 

2η

u22
2µ

ηξ
u2

2µ12µ2ξ

u22
1µ2x

u2

∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
=

∂

∂ , 

( ) 2η

u2

2µ
ηξ
u2

2µ1µ2ξ

u2

1µ
yx
u2

∂

∂
−

∂∂
∂

+−
∂

∂
−=

∂∂
∂ , 

2η

u2

ηξ
u2

22ξ

u2

y
u2

∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂ . 

Înlocuind în  (1) şi ţinând seama că µ1 şi µ2 sunt rădăcinile ecuaţiei  

aµ2-2bµ+c=0, obţinem ecuaţia: 

                      0
ηξ
u2

a

2bac4 =
∂∂

∂
⋅

−
⋅  

de unde obţinem forma canonică: 

(4)         0
ηξ
u2
=

∂∂
∂ . 

Ecuaţia (4) se integrează imediat. Într-adevăr, scrisă sub forma: 

(4’) 0
η
u

ξ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂  

se obţine ( )ηϕ=
∂
∂
η
u . Integrând această ultimă ecuaţie, obţinem: ( ) ( )∫ += ξfdηηu ϕ  sau 

(5)       u=f(ξ)+g(η). 

Revenind la vechile variabile, soluţia generală a ecuaţiei (1) este: 

(5’)     u(x,y)=f(y-µ1x)+g(y-µ2x). 

 

Cazul II. Dacă δ=0, ecuaţia este de tip parabolic, în ipoteza că a≠0, µ1=µ2= a
b  

şi ecuaţia diferenţială (2) se reduce la  ady-bdx=0. Integrala generală a acestei 

ecuaţii este ay-bx=C. 

Schimbarea de variabile: 

⎩
⎨
⎧

=
−=

xη
bxayξ  
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aduce ecuaţia (1) la forma canonică 

(6)        02η

u2
=

∂

∂ . 

Într-adevăr în acest caz obţinem: 

2η

u2

ηξ
u2

2b2ξ

u22b2x

u2

∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂

∂
=

∂

∂ , 

                                            
ηξ
u2

a2ξ

u2
ab

yx
u2

∂∂
∂

+
∂

∂
−=

∂∂
∂ , 

             2ξ

u22a2y

u2

∂

∂
=

∂

∂  

şi înlocuind în (1) obţinem ecuaţia 

02η

u2
a2ξ

u22baca =
∂

∂
+

∂

∂
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −  

care se reduce (δ=0) la (6). 

Am presupus a≠0. În caz contrar, din b2-ac=0, ar rezulta b=0 şi ecuaţia ar fi 

avut de la început forma canonică. Pentru integrarea ecuaţiei (6) observăm că 

putem scrie: 

( )ξf
η
uundede0

η
u

η
=

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ . 

Integrând încă o dată, obţinem u = η f(ξ)+g(η). Soluţia generală a ecuaţiei 

(1) se obţine din aceasta revenind la vechile variabile: 

(7)       u (x, y)= x f (ay - bx)+g (ay - bx)  . 

Cazul III. În cazul δ<0, ecuaţia (1) este de tip eliptic, forma sa canonică este 

ecuaţia lui Laplace: 

(8)       02
u2

2
u2

=
∂

∂
+

∂

∂

βα
. 
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4. Coarda infinită. Metoda schimbării variabilelor (metoda lui D’Alembert şi 

Euler). Formula lui D’Alembert. 

 

Să considerăm ecuaţia: 

(1)       02
u2

2
1

2
u2

=
∂

∂
−

∂

∂

tcx
 

care se numeşte ecuaţia coardei vibrante sau ecuaţia undelor plane omogene. Prin 

coardă se înţelege un corp perfect elastic la care două din dimensiunile sale sunt 

neglijabile în raport cu a treia. Dacă lungimea coardei este mare şi ne interesează 

numai vibraţiile unei porţiuni, suficient de depărtate de capetele coardei astfel încât 

aceasta să nu influenţeze porţiunea care nu interesează, coarda se consideră 

infinită. 

 În studiul vibraţiilor libere ale coardei, parametrii care intervin în această 

ecuaţie au următoarele semnificaţii: 

 Să considerăm o coardă de lungime l care, în repaus, ocupă poziţia AB pe 

axa Ox, A şi B având abscisele 0 şi l . 

 

 

 

Fig.1. 

 

 

Fig.1 

Fie M un punct al coardei şi M0(x) poziţia de repaus a acestui  punct. Se 

presupune că orice punct M al coardei în vibraţie se mişcă într-un plan 

perpendicular pe Ox. 

xM0(x)

M

u

A(0) B(l)

 Distanţa M0M o notăm cu u şi este funcţie de x şi de timpul t, u=u(x,t). 

Mişcarea coardei se consideră cunoscută dacă se cunoaşte această funcţie. Se arată 

că în absenţa unor forţe exterioare, funcţia u(x,t) verifică ecuaţia (1) (care se mai 

numeşte ecuaţia oscilaţiilor libere ale coardei). 
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 Constanta c2 are expresia 
0

2

T
c ρ

=  , de unde ρ este densitatea specifică liniară 

a coardei, iar T0 tensiunea la care este supusă coarda în poziţia de repaus. 

 Ecuaţia (1) se întâlneşte şi în probleme de propagarea undelor când c2 are 

altă semnificaţie. 

 Problema pentru coarda infinită constă în următoarele: să se determine 

funcţia u(x,t)∈C2(Ω), Ω=[0,l]×R+ care să verifice ecuaţia (1) şi care satisface 

condiţiile iniţiale: 

(2)     ( ) ( ) [ ]0.lxg(x),
0tt

u,xfx,0u ∈=
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  

unde  f admite derivată de ordinul al doilea iar g admite derivată de ordinul întâi pe 

[0,l]. 

Egalitatea u(x,0)=f(x) ne dă poziţia iniţială a fiecărui punct M de pe coardă 

iar [0.lxg(x),
0

]
tt

u
∈=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  viteza iniţială pentru fiecare punct al coardei. 

Ecuaţia (1) este de tip hiperbolic ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>= 02c

1δ . Ecuaţia caracteristică: 

02c

12

x
t

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

d
d , 

se descompune în două ecuaţii diferenţiale: 

dx-cdt=0 şi dx+cdt=0. 

Soluţiile generale (două familii de curbe caracteristice): 

x-ct=C1 şi x+ct=C2 .

Cu ajutorul schimbării de variabile 

⎩
⎨
⎧

+=
−=

ctxη
ctxξ  

obţinem pentru (1) forma canonică: 0
ηξ
u2
=

∂∂
∂ . 

Soluţia generală a acestei ecuaţii este: 

u = ϕ(ξ)+ψ(η), 

sau prin înlocuirea luiξ şi η obtinem  soluţia generală a ecuaţiei (1)  de  forma: 
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(3)         u(x,t)=ϕ(x-ct)+ψ(x+ct). 

Vom determina aceste funcţii astfel ca u(x,t) să satisfacă condiţiile (2). 

Avem:  

( ) ( ctx'cΨctx'c )
t
u

++−ϕ−=
∂
∂  

şi cele două condiţii din (2) dau : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+

=+

g(x)
c
1(x)Ψ'(x)'

f(x)Ψ(x)(x)

ϕ

ϕ
 

sau integrând în a doua egalitate, 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∫ ττ−=−ϕ

=+ϕ
x

0x
d)(g

c
1Ψ(x)(x)

f(x)Ψ(x)(x)

, 

unde x0 este o constantă arbitrară x0∈[0.l]. De aici rezultă: 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∫−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∫−=

x

0x
)dg(

c
1f(x)

2
1xΨ  şi   

x

0x
)dg(

c
1f(x)

2
1x ττττϕ  

de unde deducem 

(4)       

( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∫
+

−+=+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∫−=

ctx

0x
)dg(

c
1ct)f(x

2
1ctxΨ

ct-x

0x
)dg(

c
1ct)-f(x

2
1ct-x

ττ

ττϕ

     . 

 

Înlocuind (4) în (3) obţinem: 

 

(5) ( ) [ ] ∫
+

−
ττ+++−=

ctx

ctx
d)(g

c2
1)ctx(f)ctx(f

2
1tx,u   . 

 

Observăm că u(x,t) din (5) verifică condiţiile (2). 
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În ipotezele admise pentru f şi g, funcţia (5) verifică şi ecuaţia (1). Se poate 

arăta că soluţia  este unică. 

 Metoda prin care am obţinut această soluţie se numeşte metoda schimbării 

variabilelor sau metoda D’Alembert şi Euler.  

Formula (5) este formula lui d’Alembert. 

 Exemplu: Să presupunem coarda infinită în ambele sensuri şi că în 

momentul iniţial are poziţia dată de: 

( ) [ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

∈
∈

=
l0,\Rx,0

l0,x,f(x),
x,0u  

iar viteza iniţială este nulă, pentru orice punct al coardei 0
0tt

u
=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ . Mişcarea 

coardei este caracterizată de : ( ) [ ]ct)f(xct)-f(x
2
1tx,u ++= . 

Observăm că f(x-ct)≠0 numai pentru lctx0 ≤−≤  adică pentru ctlxct +≤≤ . 

Graficul acestei funcţii se obţine din graficul funcţiei f(x) prin translaţia de modul 

ct în direcţia şi sensul axei Ox. De asemenea, graficul funcţiei f(x+ct) se obţine din 

graficul funcţiei f(x) prin translaţia –ct, care se face în sens opus. 

 Acest rezultat are următoarea interpretare: perturbarea iniţială a coardei pe 

un interval [0,l] se propagă de-a lungul coardei în ambele sensuri prin două unde, 

una directă cu viteza c, alta inversă cu viteza –c. 

 

  

0 l

0

 

 

 

      Fig.2 

 

Iniţial cele două unde sunt suprapuse, apoi se despart şi se îndepărtează una 

de alta, mergând în sensuri opuse (fig.2). 
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5. Coarda finită. Metoda separării variabilelor (D. Bernoulli şi Fourier). 

 

În  exemplul studiat anterior al coardei infinite au fost date numai condiţii 

iniţiale. Vom considera o coardă finită de lungime l care în poziţia de echilibru este 

situată pe axa Ox, având un capăt în origine şi celălalt capăt în punctul A(l).(fig.1). 
  

 

 

 

 

 

 

 

                                                 Fig.1 

 

Asupra coardei nu acţionează forţe exterioare. Coarda în acest caz execută 

vibraţii libere, având astfel ecuaţia: 

(1)           [ ] 0t,l0,x0,2t
u2

2c
1

2x
u2

≥∈=
∂

∂
−

∂

∂
 

cu condiţiile iniţiale: 

(2)   ( ) [ ]l0,xg(x),
0tt

uf(x),x,0u ∈=
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  

precum şi condiţiile la limită: 

(3)    u(0,t)=0,   u(l,t)=0,  t 0. ≥

 Problema pentru coarda finită constă în următoarele: să se determine funcţia 

u(x,t)∈C2(∆), ∆=[0,l]×R+ care să verifice condiţiile (2) şi (3). Pentru 

compatibilitatea condiţiilor (2) şi (3) trebuie să avem f(0)=f(l)=0 şi g(0)=g(l)=0. 
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 Pentru rezolvarea problemei puse vom folosi metoda Fourier sau metoda 

separării variabilelor.  

 Aceasta constă în a căuta pentru ecuaţia (1) soluţii de forma: 

(1)        u(x,t)=X(x)T(t)  

care verifică (2) şi (3). 

 Derivăm şi introducem în (1): 

(t)'T'X(x)2c

1T(t)(x)'X' ⋅=⋅ . 

Eliminând soluţia banală u(x,t)=0 putem împărţi cu X(x) T(t) şi variabilele 

se separă: 

k
T(t)

(t)'T'
2c

1
X(x)

(x)'X'
== . 

Valoarea comună a acestor două rapoarte este constantă. În caz contrar între 

cele două variabile x şi t am avea o relaţie (x şi t nu ar mai fi independente).  

 Avem de integrat ecuaţiile: 

(5)         0kX(x)(x)'X' =−

şi 

(6)         . 0T(t)2kc(t)'T' =⋅−

Valorile constantei k vor fi precizate prin condiţiile la limită. 

Funcţia (4) verifică relaţiile (2) şi (3) dacă şi numai dacă: 

(7) X(0)=0, X(l)=0 

(astfel T(t)=0 care conduce la soluţia banală). 

Se pune problema de a detrermina valorile lui k astfel ca ecuaţia (5) să 

admită soluţii nebanale care verifică (7) (problema Sturm-Liouville). 

Cazul 10 k>0. Ecuaţia caracteristică a ecuaţiei (5) este r2-k=0 care are 

rădăcini reale şi distincte r1,2=± k  . Soluţia generală a ecuaţiei (5) este: 

xke2Cxke1CX(x) −+=  

Condiţiile (7) dau: 

C1+C2=0, 0lke2Clke1C =−+  , 
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cu soluţia C1=C2=0. Obţinem soluţia banală care nu convine. 

Cazul 20. k=0. Soluţia generală a ecuaţiei (5) este X(x)=C1x+C2. În acest caz 

condiţiile la limită (7) dau C2=0, C1l+C2=0. Rezultă C1=C2=0 şi obţinem din nou 

soluţia banală. 

Cazul 30. k<0. Notăm k=-λ2, λ>0. Rădăcinile ecuaţiei carcacteristice sunt 

r1,2=±iλ iar soluţia generală a ecuaţiei (5) este de forma: xsin2Cxcosλ1CX(x) λ+= . 

Condiţiile la limită dau:C1=0, C2sinλl=0. 

Pentru a nu obţine din nou soluţia banală, vom lua C1=0, C2≠0, sin λl=0. 

Rezultă: 

1,2,...}.{n,
l
πnλ ∈=  

Valorile proprii ale problemei sunt (cele care dau valori nebanale): 

1,2,...}.{n,
2

l
nπ

nk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

iar funcţiile proprii, în afara unui factor lipsit de importanţă, au expresiile: 

l
xnsin(x)nX π

= . 

Deoarece valorile constantei k sunt precizate, ecuaţia (6) devine: 

0T(t)
2

l
cn(t)'T' =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+
π . 

Soluţia generală a acestei ecuaţii este: 

l
ctnsinnB

l
ctncosnA(t)nT ππ
+= , ,...}.2,1{∈n  

Funcţiile de forma (4) care verifică ecuaţia (1) şi condiţiile la limită (3) sunt: 

(t)nT(x)nXt)(x,nu ⋅=  

adică, 

(8)   1,2,...}.{n,
l
xnsin

l
ctnsinnB

l
ctncosnAt)(x,nu ∈⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

πππ  

Conform principiului suprapunerii efectelor , căutăm o soluţie u(x,t) de 

forma: 
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(9)         ∑
∞

=
=

1n
t)(x,nut)u(x,

despre care presupunem că este convergentă şi că poate fi derivată termen cu 

termen de două ori în raport cu x şi de două ori în rapot cu t: 

∑
∞

= ∂

∂
=

∂

∂
∑
∞

= ∂

∂
=

∂

∂

1n 2t
nu2

2t

u2

1n
,2x

nu2

2x

u2
. 

Se observă uşor că funcţiile u(x,t) din (8) verifică ecuaţia (1) deoarece un(x,t) 

este soluţie a acestei ecuaţii. Funcţia u(x,t) din (8) , verifică şi condiţiile la limită. 

Constantele An şi Bn le determinăm impunând ca u(x,t) din (8) să verifice şi 

condiţiile iniţiale.  

Avem:  

∑
∞

=
=∑

∞

=
=

1n l
xnπsinnA

1n
(x,0)nuu(x,0)  

∑
∞

=
∑
∞

=
=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

1n l
xnπsinnB

l
cnπ

1n 0tt
u

0tt
u   . 

Folosind condiţiile (2) obţinem: 

       ∑
∞

=
=

1n
f(x)

l
xnsinnA π  

∑
∞

=
=

1n
g(x)

l
xnsinnB

l
cnπ π . 

Vom presupune că funcţiile f(x) şi g(x) îndeplinesc condiţiile lui Dirichlet, 

deci pot fi dezvoltate în serie numai de sinusuri pe intervalul (0,l). Perioada 

prelungirilor acestor funcţii este T=2l. Avem: 

(10)   ∫=∫=
l

0
dx

l
xng(x)sin

cnπ
2

nB
l

0
dx,

l
xnf(x)sin

l
2

nA ππ    . 

Soluţia problemei (2) este (9) cu coeficienţii (10). 

Observaţie Funcţia un(x,t) verificând ecuaţia (1) cu condiţiile la limită (3), 

caracterizează o oscilaţie proprie a coardei. Această oscilaţie are perioada 

nc
2l

nω
2π

nτ ==  şi amplitudinea 
l
xnsin2

nB2
nA π

⋅+ . 

Înălţimea sunetului datorit unei oscilaţii este cu atât mai mare cu cât 

perioada este mai mică, iar intensitatea sunetului este cu atât mai mare cu cât 
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amplitudinea vibraţiei este mai mare. Fiecare oscilaţie proprie a coardei 

corespunde unui ton simplu al coardei. Egalitatea (8) arată că sunetul emis de 

coardă în vibraţie este o suprapunere de tonuri simple.  

Ştim că An şi Bn formează un şir strict descrescător. Amplitudinea oscilaţiei 

caracterizată prin un(x,t) descreşte când n creşte. Tonul fundamental care are 

intensitatea cea mai mare, deci va corespunde oscilaţiei u1(x,t). Celelalte tonuri 

simple care au intensitatea mai mică şi înălţimea mai mare, prin suprapunerea lor 

peste tonul fundamental dau timbrul sunetului. 

 

6. Ecuaţii de tip eliptic.Formularea problemelor la limită.Soluţii particulare 

ale ecuaţiei lui Laplace. 

 

Dintre ecuaţiile de tip eliptic cele mai des întâlnite sunt: 

(1)  0  2
2

  2
2

  2
2

 =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
u

y
u

x
u

      ((∆u = 0) – ecuaţia lui Laplace (1749-1827)) 

 şi 

(2) z)y,f(x,  2
2

  2
2

  2
2

  =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
u

y
u

x
u

     (ecuaţia lui Poisson (1781-1840)) 

Ecuaţiile de tip eliptic intervin în studiul problemelor de teoria potenţialului 

şi în studiul fenomenelor staţionare (fenomene ce nu depind de timpul t). Astfel 

temperatura u(x,y,z) a unui câmp termic staţionar verifică ecuaţia (1) , iar dacă 

există surse de căldură ea verifică ecuaţia lui Poisson (2) unde 
k
Ff −=  , F 

densitatea surselor de căldură şi k coeficient de conductibilitate termică. 

Întrucât cu ajutorul ecuaţiilor de tip eliptic se studiază fenomene ce nu 

depind de variabila t la aceste ecuaţii nu se impun condiţii iniţiale ci doar condiţii 

de limită. 

Pentru a afla funcţia u(x,y,z) a unui câmp termic staţionar ecuaţiei (1) 

respectiv (2) i se impun una din următoarele condiţii la limită: 

 164



1). Se dau valorile temperaturii u(x,y,z) în punctele unei suprafeţe S care 

este frontiera domeniului D ⊂ R3 în care se studiază fenomenul, adică se impune 

condiţia: p1) u(x,y,z)⏐S = f1 ( f 1 continuă dată ). 

2). Se dă fluxul de căldură prin suprafaţa S care este frontiera domeniului D 

⊂ R3 în care se studiază fenomenul , dat prin: p2) 2fdn
du

S

= , (f2 continuă dată) unde 

dn
du  este derivata funcţiei scalare u(x,y,z) după direcţia vectorului 

 cu 
→→→→

⋅+⋅+⋅= kjin γβα coscoscos 1  =
→

n , ( ) ( ) ( )OznOynOxn ,,, ,, r
<

r
<

r
< === γβα , 

.coscoscos γβα
dz
du

dy
du

dx
du

dn
du

++=  

3). Se dă schimbul de căldură prin suprafaţa S între corpul delimitat de 

suprafaţa S în care se studiază fenomenul şi mediul înconjurător a cărui 

temperatură se cunoaste prin:  

p3) 3coscos f
dn
duu =+⋅ βα  (funcţie continuă dată). 

Condiţia p1) se mai numeşte prima condiţie la limită, sau prima problemă la 

limită pentru ecuaţia (1) sau (2) sau problema Dirichlet. 

Condiţia p2) se mai numeşte a doua condiţie la limită pentru ecuaţia (1) sau 

(2) şi se numeşte problema lui Neumann(1903-1957−matematician de origine 

maghiară) . 

Condiţia p3) se numeşte a treia condiţie la limită pentru ecuaţia (1) sau (2) şi 

se vede că este o combiaţie dintre p1) şi p2). 

Dacă se cere funcţia u(x,y,z) care verifică ecuţia (1) sau (2) cu una din cele 

trei  condiţii la limită, în interirorul domeniului Ω (se cere u în   int Ω ) avem de a 

face cu problema exterioară corespunzătoare. 

 

Să enunţăm primele două probleme interioare şi 

exterioare: 

I). Problema lui Dirichlet interioară relativă la 

domeniul Ω şi ecuaţia (1) . Să se afle funcţia u(x,y,z) 
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ce verifică condiţiile: a) u∈C(Ω ); b) u∈C2(Ω); c) ∆u=0; d) u⏐S=f. 

II). Problema lui Dirichlet exterioară relativă la domeniul Ω şi ecuaţia (1) . 

Să se afle funcţia u(x,y,z) ce verifică condiţiile: a) u∈C( *Ω ); b) u∈C2(Ω*); c) 

∆u=0; d) u⏐S=f.                       

 III). Problema lui Neumann interioară relativă la domeniul Ω şi ecuaţia (1). 

Să se afle funcţia u(x,y,z) ce verifică condiţiile: a) , b) , c) din I) şi d) f
dn
du

s

= .  

 IV). Problema lui Neumann exterioară relativă la domeniul Ω_ şi ecuaţia 

(1). Să se afle funcţia u(x,y,z) ce verifică condiţiile: a) , b) , c) din II) şi d) f
dn
du

s

=  

( f în toate cele patru probleme , funcţie continuă dată ).    

        

Soluţii particulare ale ecuaţiei lui Laplace. 

Prezintă interes soluţiile cu simetrie sferică respectiv cu simetrie cilindrică 

ale ecuaţiei lui Laplace. 

1). O soluţie a ecuaţiei lui Laplace se numeşte simetrie sferică dacă este o 

soluţie a ecuaţiei lui Laplace care depinde numai de distanţa de la un punct 

oarecare din spaţiu la un punct fix . Astfel se ştie că potenţialul câmpului creat de o 

sarcină electrică punctiformă, depinde numai de distanţa de la un punct oarecare în 

spaţiu în care se măsoară câmpul la punctul în care este aşezată sarcina electrică 

punctiformă.         

   Fie O(0,0,0) şi M(x,y,z); d(M,O)= .222 rzyx =++   

Vom căuta pentru ecuaţia lui Laplace ∆u=0, soluţii de forma u=f(r). 

Observăm că trebuie să avem:  

.02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
f

y
f

x
f  

Dar: 

),(')(" 3

22

2

2

2

2

rf
r

xrrf
r
x

x
f

⋅
−

+⋅=
∂
∂  
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şi  )(')(" 3

22

2

2

2

2

rf
r

yrrf
r
y
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f

⋅
−

+⋅=
∂
∂  

).(')(" 3

22

2

2

2

2

rf
r

zrrf
r
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z
f

⋅
−

+⋅=
∂
∂  

 Prin înlocuirea şi efectuarea calculelor obţinem ecuaţia 

diferenţială: 0)('2)(" =⋅+ rf
r

rf   sau  ,2
)('
)("

rrf
rf

−=   de unde, prin integrare:  

ln f’(r)=−2ln r+ln c1 şi .)(' 2
1

r
c

rf =  Rezultă .)( 2
1 c
r
c

rf +−=  Luând c1= -1 şi c2=0 

obţinem u=f(r)=
r
1  care este o soluţie cu simetrie sferică a ecuaţiei lui Laplace ; 

prezintă  interes practic întrucât cu aproximaţia unui factor constant ea ne dă 

potenţialul câmpului creat de o sarcină electrică punctiormă.      

 2) O soluţie a ecuaţiei lui Laplace se zice cu simetrie cilindrică dacă depinde 

numai de distanţa de la un punct oarecare din spaţiu la o axă din spaţiu. Câmpul 

electric creat de   o linie electrică încărcată depinde numai de distanţa de la un 

punct din spaţiu în care se măsoară câmpul până la linia încărcată respectivă. Să 

presupunem că axa fixă din spaţiu este axa Oz. 

Atunci d(M,Oz)= 22 yx + . 

 Ne propunem să aflăm soluţii de forma u=f(ρ) pentru ∆u=0. 

∆u=0 ⇒∆f(ρ)=0 ⇔ .02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
f

x
f  

 

Dar: 

 

)(f')(" 

)(f')(" 

3

22

2

2

2

2

3

22

2

2

2

2

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⋅
−

+⋅=
∂
∂

⋅
−

+⋅=
∂
∂

ρ
ρ

ρρ
ρ

ρ
ρ

ρρ
ρ

yfy
y

f
şi

xfx
x

f

   . 

Înlocuind obţinem: 0)('1)(" =⋅+ ρ
ρ

ρ ff  cu soluţia f(ρ)=c1ln ρ+c2. Luând c1= 

-1,c2= 0 obţinem u=f(ρ)=ln
ρ
1  care prezintă interes teoretic deoarece cu ajutorul ei 

se pot obţine alte ecuaţii Laplace şi prezintă interes practic deoarece cu 
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aproximaţia unui factor constant ea ne dă mărimea câmpului creat de o linie 

electrică încărcată. 

 

7. Problema lui Dirichlet* pentru cerc . Formula lui Poisson. 

  

Trebuie să aflăm funcţia u(x,y) 

care verifică ecuaţia lui Laplace:  

x 

y 

θ 
ρ y 

x O 

C 
Ω*

Ω M(x,y) 

(1)      02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u   

cu condiţia:  

(2)      u⏐c=f, ( f continuă dată ).  

Pentru problema interioară soluţia u trebuie să fie mărginită în origine, iar 

pentru problema exterioară soluţia u trebuie să fie mărginită la infinit. Pentru a 

impune mai uşor condiţia la limită (2), vom trece la coordonate polare: 

(3)  ⇒ (3’)
⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

θρ
θρ

sin
cos

y
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

πθ

ρ

k
x
yarctg

yx 22

 unde k=0 dacă M∈I, k=1 dacă 

M∈II sau III, k=2 dacă M∈IV. Observăm că: ,
ρ

ρ x
x
=

∂
∂   ,

ρ
ρ y
y
=

∂
∂   ,2

ρ
θ y
x

−=
∂
∂   

.2ρ
θ x
y
=

∂
∂   

Obţinem:  
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∗ Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)-matematician german. 
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Calculăm apoi:  

=⎟⎟
⎠

⎞
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de unde după înlocuirea 
x∂

∂θ  şi 
x∂

∂ρ  şi efectuarea calculelor obţinem: 

(4)  
⎩
⎨
⎧

∂
∂

⋅+
∂
∂
⋅

−
+

∂
∂
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∂⋅∂

∂
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∂
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∂
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θρθρρρρ
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În mod analog găsim: 

(5)  
⎩
⎨
⎧

∂
∂

⋅−
∂
∂
⋅
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∂
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∂⋅∂

∂
⋅+

∂
∂

⋅=
∂
∂

θρρρ
ρ

θρθρρρρ
uxyuyuxuxyuy

y
u

43

22

2

2

4

22

32

2

2

2

2

2 22 . 

Înlocuim (4) şi (5) în ecuaţia (1), obţinem: 
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   011 ρ
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(6)        02
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2
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∂
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+
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∂
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∂
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⋅
θρ

ρ
ρ

ρ uuu  

cu condiţia la limită  

(7)      u⏐ρ=a=f. 

Pentru rezolvarea problemei (6),(7) vom folosi metoda separării variabilelor. 

Căutăm o soluţie de forma: 

(8)    ).()(),( θρθρ TRu ⋅=   

Obsevăm că: 

)()( θρ
ρ

TRu
⋅′=

∂
∂  şi )()(2

2

θρ
ρ

TRu
⋅′′=

∂
∂  , iar )()( θρ

θ
TRu ′⋅=

∂
∂  şi 

).()(
2

2

θρ
θ

TR
u

′′⋅=
∂

∂  

  Înlocuind în (6) obţinem: 

0)()()()()()(2 =′′⋅+⋅′⋅+⋅′′⋅ θρθρρθρρ TRTRTR  
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de unde prin împărţire la 0)()( ≠⋅ θρ TR  obţinem: 

(9)          
)(
)(

)(
)(

)(
)(2

θ
θ

ρ
ρρ

ρ
ρρ

T
T

R
R

R
R ′′

−=
′

⋅+
′′

⋅  . 

 Membrul stâng al ecuaţiei (9) fiind o funcţie numai de ρ, iar membrul drept 

fiind o funcţie numai de θ , egalitatea lor este posibilă pentru orice ρ şi orice 

θ ,numai dacă cei doi membrii au aceaşii valoare constantă pe care o notăm cu λ; 

obţinem din (9) următoarele ecuaţii: 

(10)      0)()( =⋅+′′ θλθ TT  

şi  

(11)    . 0)()()(2 =⋅−′⋅+′′⋅ ρλρρρρ RRR

Funcţia căutată ca soluţie ),( θρu  trebuie să fie periodică în raport cu θ  cu 

perioada 2π, adică să avem: ),(u)2,(u θρ=π+θρ , deoarece u trebuie să aibă aceeaşi 

valoare în acelaşi punct. Pentru aceasta )(θT  trebuie să fie periodică cu perioada 

2π. Avem, deci de găsit valorile parametrului real λ, pentru care ecuaţia (10) are 

soluţii nebanale, periodice cu perioada 2π. Ecuaţia (10) este o ecuaţie diferenţială 

liniară omogenă cu coeficienţi constanţi cu ecuaţia caracteristică : 

λλ −±=⇒=+ 2,1
2 0 rr  

 Cazul I. λ=0. Avem r1=r2=0 şi θθ ⋅+⋅= BAT 1)( . Vom determina A şi B 

astfel încât )(θT să fie periodică cu perioada 2π,  

adică: ATBBABATT =⇒=⇒⋅+=+⋅+⇒=+ )(0)2()()2( θθπθθπθ  −constant o 

soluţie banală inacceptabilă. 

 Cazul II. λ<0. Găsim λθλθθ −⋅−−⋅ ⋅+⋅= eBeAT )(  care este o soluţie 

exponenţială reală şi ca atare nu este periodică. 

 Cazul III. λ>0. Ecuaţia caracteristică are rădăcinile complexe conjugate 

λλ ir ±=−±=2,1 , deci { })sin(),cos( λθλθ  este un sistem fundamental de soluţii 

pentru ecuaţia (10), iar soluţia generală este: 

)sin()cos()( λθλθθ ⋅+⋅= BAT . 

Determinăm A şi B astfel încât: )()2( θπθ TT =+ . 
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Dar: λπθλπθπθ )2sin()2cos()2( +⋅++⋅=+ BAT .Ţinând seama de faptul că 

perioada este 2π rezultă că: πλθλπθ n2)2( =−+  sau πλπ n22 =  de unde: 

(12)       ,...2 ,1 ,0     ,2 == nnnλ

Deci soluţia generală a ecuaţiei (10) este: 

(13)     ,...2 ,1 ,0     ,sincos)( =⋅+⋅= nnBnAT nnn θθθ  

Cu valorile proprii (12) găsite, ecuaţia (11) devine:  

(11′)      0)()()( 22 =⋅−′⋅+′′⋅ ρρρρρ RnRR

care este o ecuaţie de tip Euler. 

Pentru integrarea ecuaţiei (11′) vom folosi schimbarea de varibilă . 

Obţinem succesiv:

te=ρ

dt
dRe

d
dt

dt
dR

d
dRRe

d
dtt tt ⋅=⋅==′=== −−

ρρ
ρ

ρρ
ρ )(,1,ln  şi 

tttt e
dt

Rde
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d
dt

dt
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d

d
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d
d

d
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⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅==′′
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)(
ρρρρ

ρ  de unde 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=′′ −

dt
dR

dt
RdeR t
2

2
2)(ρ . Înlocuind )(ρR ′ şi )(ρR ′′  ecuaţia (11′) devine: 

02
2

2

=− Rn
dt

Rd  care este o ecuaţie diferenţială liniară omogenă cu coeficienţi 

constanţi având ecuaţia caracteristică r2- n2=0 cu rădăcinile  şi deci soluţia 

generală:   sau : 

nr ±=2,1

nt
n

nt
nn eDeCR −+=

(14)       . n
n

n
nn DCR −⋅+⋅= ρρρ )(

 Pentru problema lui Dirichlet interioară trebuie să luăm Dn=0 deoarece în 

caz contrar ∞→=−
n

n

ρ
ρ 1  pentru ρ→0 şi soluţia u nu ar fi mărginită în origine.  

Pentru problema lui Dirichlet exterioară trebuie să luăm Cn=0, în caz contrar 

ρn→∞ pentru ρ→∞ şi soluţia n-ar fi mărginită la ∞. Deci am găsit: 

 (14i)         (i-interioară) adacăCR n
nn ≤⋅= ρρρ     )(

şi 

(14e)      (e-exterioară). adacăDR n
nn ≥⋅= − ρρρ     )(
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Am găsit astfel pentru ecuaţia (6) soluţiile:     

 (15i)  ( )θθρθρθρ nBnATRu nn
n

nnn sincos)()(),( ⋅+⋅⋅=⋅= pentru ρ≤ a unde 

nnn CAA ⋅=  şi nnn CBA ⋅=  şi  

(15e)  ( )θθρθρθρ nBnATRu nn
n

nnn sincos)()(),( ⋅+⋅⋅=⋅= ∗∗−  pentru ρ≥ a unde 

şi  . nnn DAA ⋅=∗
nnn DBB ⋅=∗

 Conform principiului suprapunerii efectelor, căutăm o soluţie de forma:  

(16i)    ( )∑
∞

=

≤⋅+⋅⋅=
0

   ,sincos),(
n

nn
n adacănBnAu ρθθρθρ şi   

(16e)            . ( )∑
∞

=

∗∗− ≥⋅+⋅⋅=
0

   ,sincos),(
n

nn
n adacănBnAu ρθθρθρ

 Vom determina coeficinţii ⎯A n,⎯Bn, ,  astfel încât soluţia (16∗
nA ∗

nB i) 

respectiv(16e) să verifice condiţia u⏐ρ=a=f. 

 Făcând în (16i) şi (16e) pe ρ=a şi ţinând seama că u⏐ρ=a=f, obţinem:  

(17i)  ( )∑
∞

=

≤=⋅+⋅⋅=
0

   f,sincos),(
n

nn
n adacănBnAaau ρθθθ  
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(17e)  . ( )∑
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=

∗∗− ≥=⋅+⋅⋅=
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n

nn
n adacănBnAaau ρθθθ

În (17i) şi (17e) avem dezvoltările în serie ale funcţiei f, în serie Fourier 

trigonometrică, periodică de perioadă 2π, coeficienţii acestor dezvoltări îi obţinem 

astfel: 

⎪
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de unde: 

(18i)  3...} 2, 1,{n   
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π

π

2

0
0 )(

2
1 dttfA . 

 Dacă înlocuim (18i) în (16i) obţinem:  
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n

n

dttntf
a

Au
π

θρ
π

θρ  

care mai poate fi scrisă şi astfel:  

(19)  ∫ ∑ ⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⋅⋅=

∞

=

π

θρ
π

θρ
2

0 1

)(cos21)(
2
1),( dttn

a
tfu

n

n

          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ << 10

a
ρ . 

 Suma seriei care figurează sub semnul de integrare din relaţia (19) poate fi 

calculată pornind de  la identitatea: 

∑ ∑∑
∞

=

∞

=

−
∞

=

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1 1

)(

1

)(sin)(cos
n n

tin
nn

n

n

e
a

tn
a

itn
a

θρθρθρ . 

Seria ∑
∞

=

−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

)(

n

tin
n

e
a

θρ  este o serie geometrică, convergentă pentru 1<
a
ρ  

(condiţie îndeplinită) şi având suma: 

[ ]
22)(

)(

)(

)cos(2
)sin()cos(

1 ρθρ
θρθρ

ρ
ρ

ρ

ρ

θ
θ

θ

+−⋅−
−⋅⋅+−−⋅

=
−⋅

=
⋅−

⋅
=

−−
−

−

taa
taita

eae
a

e
aS ti

ti

ti

 

deci:  

[ ]
22

1 )cos(2
))cos()(cos
ρθρ

ρθρθρ
+−⋅−

−−⋅
=−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

= taa
tatn

an

n

. 

 Cu aceasta relaţia (19) devine: 

[ ]
∫ ⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−⋅−
−−⋅

+⋅⋅=
π

ρθρ
ρθρ

π
θρ

2

0
22 )cos(2

))cos(21)(
2
1),( dt

taa
tatfu  

sau după efectuarea calculelor din paranteza {…}obţinem: 

(20)     ∫ +−⋅−
⋅

⋅
−

=
π

ρθρπ
ρθρ

2

0
22

22

)cos(2
)(

2
),(

taa
dttfau . 

Formula (20) se numeşte formula lui Poisson.              

 Funcţia ),( θρu din (20) verifică ecuaţia (1) a lui Laplace şi condiţia la limită 

(2). Se poate arăta că îndeplineşte şi condiţia de a fi continuă pe Ω∪C dacă f(t) este 
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continuă. Funcţia ),( θρu din (20) este soluţia problemei lui Dirichlet pentru 

interiorul cercului cu centrul în origine şi de rază a. 

Din (17e) obţinem în mod analog: 

(21e) ,...}3 ,2 ,1{   
sin)(

cos)(

2

0

2

0 ∈

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

∫

∫
∗

∗

n
dtnttfaB

dtnttfaA

n

n

n

n

π

π

π

π  şi ∫ ⋅⋅=∗
π

π

2

0

)(
2
1 dttfAn  

Procedând ca în problema Dirichlet interioară din relaţiile (16e), (17e) şi 

(21e) obţinem în cele din urmă: 

(22)      ∫ +−⋅−
⋅

⋅
−

=
π

ρθρπ
ρθρ

2

0
22

22

)cos(2
)(

2
),(

taa
dttfau  . 

Formula (22) se numeşte formula lui Poisson. 

 Funcţia ),( θρu  din (22) verifică ecuaţia (1) a lui Laplace şi condiţia la limită 

(2). Se poate arăta că îndeplineşte şi condiţia de a fi continuă pe Ω*∪C dacă f(t) 

este continuă. Funcţia ),( θρu  din (22) este soluţia soluţia problemei lui Dirichlet 

pentru exteriorul cercului cu centrul în origine şi de rază a. 

         

 

8. Problema lui Neumann pentru interiorul cercului. 

  

Să se determine funcţia u astfel încât ∆u=0, (  x2+y2=a2) şi )(θf
dn
du

C

= . 

 Procedând ca în cazul problemei Dirichlet se obţine soluţia (i): 

( )∑
∞

=

⋅+⋅⋅+=
1

0 sincos),(
n

nn
n nBnAAu θθρθρ  

unde: 

∫ ⋅⋅⋅=⋅⋅ −
π

π

2

0

1 cos)(1 dtnttfAan n
n  şi ∫ ⋅⋅⋅=⋅⋅ −

π

π

2

0

1 sin)(1 dtnttfBan n
n , 

după care însumarea se face imediat dacă ţinem seama de agalitatea: 

∑
∞

=

+⋅−=⋅⋅−
1

2 )cos21ln(cos2
n

n qq
n
nq αα  
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(A0 ramâne nedeterminat). Soluţia problemei Neumann pentru interiorul cercului 

x2+y2<a2 şi condiţia la limită )(θ
ρ

f
dn
du

a

=
=

 este: 

dt
a

taatfaAu ⋅
+−⋅−

⋅⋅−= ∫
π ρθρ

π
θρ

2

0
2

22

0
)cos(2ln)(

2
),(  . 

Formula de mai sus se numeşte formula lui Dini.  

 

9. Ecuaţia căldurii. 

  

Să considerăm o bară rectilinie situată pe axa Ox şi să notăm cu u(x,t) 

temperatura în punctul M(x) al barei la momentul t.  

 

                                                                                                                          

 

 

 

 

 

În ipoteza că între suprafaţa barei şi mediul înconjurător nu există schimb de 

căldură, se arată că u(x,t) verifică ecuaţia: 

(1) 
t
u

ax
u

∂
∂
⋅=

∂
∂

22

2 1 ,  

unde a2 este o constantă pozitivă care depinde de natura materialului din care este 

făcută bara:
ρ⋅

=
c

ka 2 , k-coeficientul de conductibilitate termică, c-este căldura 

specifică şi ρ-densitatea. Bara este presupusă omogenă şi izotropă.  

 Ecuaţia (1) se numeşte ecuaţia căldurii. În R2 şi R3 (1) are forma: 

(1′)  
t
u

ay
u

x
u

∂
∂
⋅=

∂
∂

+
∂
∂

22

2

2

2 1   

şi respectiv: 

(1′′)  
t
u

az
u

y
u

x
u

∂
∂
⋅=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

22

2

2

2

2

2 1  
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 Ne vom ocupa de ecuaţia (1) la care adăugăm condiţia iniţială: 

(2)         Rxxfxu ∈=  ),()0,(

care precizează distribuţia temperaturilor la momentul t=0. 

 Vom căuta soluţii particulare ale ecuaţiei (1) de forma: 

(3)      . )()(),( tTxXtxu ⋅=

Derivăm şi înlocuind în (1) obţinem: )()(1)()( 2 tTxX
a

tTxX ′⋅⋅=⋅′′ . 

 Vom elimina soluţia banală 0),( ≡txu  şi prin împărţire la X(x)⋅T(t) obţinem:  

k
tT
tT

axX
xX

=
′

⋅=
′′

)(
)(1

)(
)(

2  

(k-constantă, deorece x şi t sunt independente).  

 Obţinem ecuaţiile: 

(4)      0)()( 2 =⋅−′ tTkatT

şi 

(5)     . 0)()( =⋅−′′ xXkxX

 Din ecuaţia (4) obţinem soluţia generală: 
tkaeCtT

2

)( ⋅= , C-constantă. 

 Se pot prezenta trei cazuri: 

 1) k>0. Când timpul t creşte, )(tT  creşte putând să depăşască orice valoare. 

Aceeaşi proprietate o va avea şi ),( txu , oricare ar fi punctul M(x) al barei. Acest 

caz este inacceptabil din punct de vedere fizic.  

 2) k=0.Avem T(t)=C, temperatura în fiecare punct al barei nu depinde de 

timp. Şi acest caz este inacceptabil. 

 3) k<0. Notăm k=−λ2, λ>0. Soluţiile generale ale ecuaţiilor (4) şi (5) sunt: 

,)(sincos)(
22

21
taeCtTşixCxCxX λλλ −⋅=⋅+⋅=  

unde C1, C2, C sunt constante arbitrare. 

 Soluţiile (3) ale ecuaţiei (1) sunt:  

(6)  [ ] taexBxAtxu
22

sin)(cos)(),,( λλλλλλ −⋅⋅+⋅=

unde A(λ)=C⋅C1 şi B(λ)=C⋅C2.  
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 Deoarece condiţiile la limită lipsesc, toate valorile strict pozitive ale lui λ 

sunt îndreptăţite.  

 Vom încerca să determinăm soluţia problemei sub forma:  

(7)        ∫
∞

⋅=
0

),,(),( λλ dtxutxu

care înlocuieşte seria din cazul când avem valori proprii şi funcţii proprii.  

 Condiţia iniţială (2) dă:  

                    ∫
∞

=⋅
0

)(),0,( xfdxu λλ

sau, ţinând seama de (6),  

(8)       . [ ] )(sin)(cos)(
0

xfdxBxA =⋅⋅+⋅∫
∞

λλλλλ

 În relaţia de mai sus, să considerăm pentru funcţia f(x) reprezentarea ei 

printr-o integrală Fourier: ∫∫
∞

∞−

∞

⋅−⋅⋅⋅= ττλτλ
π

dxfdxf )(cos)(1)(
0

. 

Această egalitate se mai scrie: 

∫ ∫∫
∞ ∞

∞−

∞

∞−

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅=

0

sin)(sincos)(cos1)( λτλττλτλττλ
π

ddfxdfxxf . 

Comparând cu (8), observăm că: 

 sin)(1)(,cos)(1)( ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= τλττ
π

λτλττ
π

λ dfBdfA  . 

Cu aceasta (6) devine: 

(9)       ∫
∞

∞−

− ⋅−⋅⋅⋅= ττλτ
π

λ λ dxeftxu ta )(cos)(1),,(
22 . 

Înlocuind relaţia (9) în relaţia (7) obţinem: 

∫ ∫
∞ ∞

∞−

− ⋅−⋅⋅⋅=
0

)(cos)(1),(
22

ττλτλ
π

λ dxefdtxu ta  

sau, schimbând ordinea de integrare: 

∫∫
∞

−
∞

∞−

⋅−⋅⋅⋅⋅=
0

)(cos)(1),(
22

λτλττ
π

λ dxedftxu ta . 
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Integrala 0,
2
1)(cos 2

2

22
4

)(

0

>⋅⋅=⋅−⋅
−

−∞
−∫ te

ta
dxe ta

x
ta

τ
λ πλτλ  (integrala Poisson) , şi 

soluţia problemei se mai scrie: 

(10)  ττ
π

τ

def
ta

txu ta
x

⋅⋅⋅=
−

−∞

∞−
∫

2

2

4
)(

)(
2

1),( . 

 Această formulă se generalizează pentru R2 şi R3. Astfel, pentru R3, 

t
u

a
u

∂
∂
⋅=∆ 2

1  cu u(x,y,z,0)=f(x,y,z), M(x,y,z)∈R3 soluţia este: 

(11)  
( ) ∫ ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−+−+−
−

⋅⋅⋅⋅⋅= ζηξζηξ
π

ζηξ

dddef
ta

tzyxu ta
zyx

2

222

4
)()()(

3 ),,(
2

1),,,(  

în ipoteza că f(x,y,z) este continuă, mărginită şi absolut integrabilă. 

 

10. Proprietăţii ale funcţiilor armonice. Prima formulă a lui Green. A doua 

formulă a lui Green.  

 

Prima formulă a lui Green. 

Fie u şi v două funcţii cu derivate parţiale până la ordinul doi, continue într-

un domeniu D⊂R3. Notăm S=Fr(D). În aceste condiţii avem:  

(1)     [ ]∫∫ ∫∫∫ ⋅⋅+∆⋅=⋅
∂
∂
⋅

S D

dvgradugradvuds
n
vu ω  , 

unde n este normala la suprafaţa S.  

((1) este prima formulă a lui Green). 

 Pentru a justifica formula (1) vom scrie formula lui Gauss-Ostrogradschi 

pentru vectorul : vgradua  ⋅=
r

∫∫ ∫∫∫ ⋅=⋅⋅
S D

dadivdsna ωrrr   

 În acest caz 
n
vuna
∂
∂
⋅=⋅

rr , deoarece 
n
vnvgrad
∂
∂

=
r , nr  fiind considerat un versor. 

Pe de altă parte vgradugradvuadiv    ⋅+∆⋅=
r , ceea ce rezultă prin calcul direct asupra 
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lui k
z
vuj

y
vui

x
vua

rrrr
⋅

∂
∂
⋅+⋅

∂
∂
⋅+⋅

∂
∂
⋅=  (sau prin calcul cu nabla). Formula (1) se obţine 

apoi prin simplă înlocuire în formula Gauss-Ostrogradschi.  

 

A doua formulă a lui Green. 

 În aceleaşi condiţii asupra lui u şi v, avem:  

(2)   ( )∫∫ ∫∫∫ ⋅∆⋅−∆⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅

S D

duvvuds
n
uv

n
vu ω . 

Demostraţie. Schimbând rolurile lui u şi v în (1) obţinem: 

( )∫∫ ∫∫∫ ⋅⋅+∆⋅=⋅
∂
∂
⋅

S D

dvgradugraduvds
n
uv ω  . 

Scăzând această relaţie din (1) obţinem formula (2). 

Consecinţă. Dacă u şi v sunt funcţii armonice în domeniul mărginit de 

suprafaţa S, avem: 

(3)    ∫∫∫∫ ⋅
∂
∂
⋅=⋅

∂
∂
⋅

SS

ds
n
uvds

n
vu  

şi 

(4)     0=⋅
∂
∂

∫∫
S

ds
n
u . 

Demonstraţie. Aceste proprietăţii ale funcţiilor armonice rezultă direct din 

formula (2), deoarece ∆u=0 şi ∆v=0. În particular, proprietatea a doua rezultă din 

prima dacă luăm v=1.  

Are loc şi  

Teorema (de reprezentare a funcţiilor armonice în formă integrală). 

Fie u o funcţie armonică în domeniul D⊂R3 şi S frontiera acestui domeniu. 

Atunci pentru orice punct M0∈D avem: 

  (5)      ds
n
ru

n
u

r
Mu

S

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅−
∂
∂
⋅⋅= ∫∫

1
1

4
1)( 0 π

, 

unde r este distanţa de la M0 la punctul curent M∈S. 
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Demonstraţie. Pornim de la a doua formulă a lui Green (2), în care 

considerăm 
r

v 1
= , adică soluţia cu simetrie sferică în raport cu M0, a ecuţiei lui 

Laplace. Deoarece în punctul M0 funcţia v nu este definită, folosind faptul că 

acesta este interior mulţimii D, vom izola acest punct cu o vecinătate sferică 

V(M0,ε), cu cetrul în M0, de rază ε, suficient de mică pentru ca V(M0,ε)⊂D. Vom 

nota cu Sε suprafaţa (frontiera) sferei V(M0,ε). În domeniul D1= D \V(M0,ε), atât u 

cât şi v sunt armonice, deci putem aplica formula(2):  

( ) ds
n
u

rn
ruds

n
u

rn
ruduvvu

SSD

⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
⋅−

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅−⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
⋅−

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅=⋅∆⋅−∆⋅ ∫∫∫∫∫∫∫
ε

ω 1
1

1
1

1

. 

Semnul − apare din cauză că normala n, în integrala pe Sε, se consideră pe 

exteriorul sferei, în timp ce în formula (2) ar trebui să se considere spre interior. 

 Se observă că deoarece u=
r
1  şi v=

r
1  sunt armonice pe D1, avem:  

∫∫∫∫∫∫ ⋅
∂
∂
⋅−⋅

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅=⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
⋅−

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅
kSSS

ds
n
u

r
ds

n
ruds

n
u

rn
ru 1

1
1

1

ε

. 

Prin calcul direct al derivatei după normală, găsim: 

2

1
11

ε
−=

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

=
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

r
r

n
r , 

deci, prima integrală pe Sε devine: 

∗∗ ⋅−=⋅⋅⋅−=⋅
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅∫∫ uuds
n
ru

S

πεπ
ε

ε

441
1

2
2 , 

unde u* este o valoare medie a lui u pe Sε.  

 În mod analog, pentru a doua integrală pe Sε, găsim: 
∗∗

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⋅⋅⋅=⋅
∂
∂
⋅∫∫ n

u
n
uds

n
u

rS

επεπ
ε

ε

4411 2 , 

 180



unde 
∗

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

n
u  este o valoare medie a lui 

n
u
∂
∂  pe Sε. 

 În concluzie putem scrie că: 

∗
∗ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⋅⋅+⋅−=⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
⋅−

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅∫∫ n
uuds

n
u

rn
ru

S

εππ 441
1

. 

 În această egalitate ε este arbitrar; atunci când ε→0, în baza continuităţi 

funcţiei u, u* tinde la u(M0), iar 
∗

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

n
u  are, de asemenea, o limită finită, astfel că 

ultimul termen tinde la zero. Se vede că prin această tercere la limtă se obţine 

tocmai formula (5).    

 Obsevaţii. 

1.Teorema precedentă rămâne valabilă dacă D este un subdomeniu al 

domeniului de armonicitate al funcţiei u. 

2.Formula (5) arată că valorile funcţiei armonice u, în punctele M0, 

interioare lui D, sunt determinate de valorile pe frontiera S, şi de valorile derivatei 

după normală pe S. Aşa cum am văzut deja în problema lui Dirichlet pentru cerc, 

în general determinarea lui u nu necesită cunoaşterea ambelor grupuri de valori; 

cunoaşterea valorilor lui u pe S conduce la o problemă Dirichlet, iar cunoaşterea 

lui 
n
u
∂
∂  pe S conduce la o problemă Neumann.        

 3.O formulă analoagă cu (5) se poate obţine pentru funcţiile armonice în 

domenii din plan. Pentru aceasta folosim soluţia cu simetrie cilindrică, 
r

v 1ln= , şi 

gasim în mod analog:   

ds
n

ru
n
u

r
Mu

C

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

⋅−
∂
∂
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= ∫

1ln
1ln

2
1)( 0 π

, 

unde C este o curbă închisă astfel încât M0∈(C)⊆D.  
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 În cele ce urmează vom prezenta două consecinţe importante ale formulei 

(5): teorema de medie şi principiul extremului: 

Teoremă (de medie pentru funcţiile armonice).  

Dacă u este o funcţie armonică pe domeniul D, M0∈D şi S este o sferă cu 

centrul în M0, de rază a, inclusă cu interiorul în D, avem:  

(6)        ∫∫ ⋅⋅=
S

dsu
a

Mu 20 4
1)(
π

   . 

Demonstraţie. În formula (5) cosiderăm pe r =a şi observând că:    

2

1
11

ar
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obţinem: 

∫∫∫∫∫∫ ⋅⋅=⋅⋅+⋅
∂
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SSS

dsu
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(deoarece prima integrală este nulă (relaţia (4))). 

 Deoarece 4πa2 este tocmai aria suprafeţei S, se spune că u(M0) este media 

valorilor lui u pe S.   

Teoremă. (principiul extremului pentru funcţii armonice).  

Valorile extreme ale unei funcţii armonice pe un domeniu D se ating pe 

frontiera acestui domeniu (cu excepţia constantelor).  

Demonstraţie. Să presupunem prin reducere la absurd că funcţia u, armonică  

pe D, îşi atinge maximul într-un punct M0, interior lui D. Fie V(M0,ε) o vecinătate 

sferică a lui M0, de rază ε, suficient de mică astfel încât V(M0,ε)⊆D, şi fie S 

frontiera acestei sfere.  

 Dacă u nu este constantă, valoarea medie u*, pe S, este strict mai mică decât 

u(M0). Pe de altă parte, aplicând teorema de medie integralei duble din formula (6) 

obţinem:u(M0)=u*.   

Contradicţia obţinută arată că nu este posibil ca M0 să fie interior domeniului D. 

Observaţie. Cu toate că în formula (5) sunt exprimate valorile funcţiei 

armonice u în funcţie de valorile ei pe frontieră şi de valorile derivatei sale după 
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normală, pe frontieră, această formulă nu este de prea mare folos în practică. O 

metodă eficientă în rezolvarea problemelor Dirichlet şi Neumann, este aceea a 

funcţiilor lui Green, care constă în reducerea problemei Dirichlet la o problemă 

particulară, aceasta depinzând numai de formula domeniului D.    

 

10. Probleme propuse. 

 

1. Să se reducă la forma canonică, ecuaţiile cu derivate parţiale de ordinul doi: 
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2. Să se integreze ecuaţia coardei: 

         01
2

2

22
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∂
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∂
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t
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u  

cu condiţiile: 

       u(0,t)=0, u(l,t)=0 
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3. Să se integreze ecuaţia coardei: 

       01
2

2

22

2

=
∂
∂

−
∂
∂

t
u

cx
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 cu condiţiile: 

      u(0,t)=0, u(l,t)=0 
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4. Să se determine u(x,t) care satisface ecuaţia: 

 

    [ ] ( )∞∞−∈∈=
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cu condiţiile: 

     u(x,t+2π)=u(x,t),   x∈[0,l],    t∈(-∞,∞) 
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     u(0,t)=0,    u(l,t)=f(t),    t∈(-∞,∞) 

 

unde f(t) este o funcţie de perioadă 2π definită astfel: 
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5. Să se determine funcţia u(x,t) care verifică ecuaţia: 
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cu condiţiile: 

    u(x,t+2π)=u(x,t), 

    u(0,t)=f(t),   

unde f(t) este o funcţie de perioadă 2π definită astfel: 
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6. Să se reducă la forma canonică şi să se integreze ecuaţia: 
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CAPITOLUL VII 
 

ELEMENTE DE CALCUL VARIAŢIONAL 
  

 

1. Probleme geometrice şi mecanice de calcul variaţional. Funcţională. Funcţii 

admisibile. Clasificarea extremelor funcţionalelor (extreme absolute, extreme 

relative). Lemele fundamentale ale calculului variaţional. 

  

Vom defini noţiunile de bază ale calculului variaţional pornind de la ideile 

sugerate de câteva probleme de extremum clasice.  

 

1) Problema brachistocronei. 

 Prima problemă de calcul variaţional a fost problema brachistocronei. 

Un punct material M porneşte din A 

fără viteză iniţială şi se mişcă sub acţiunea 

gravitaţiei pe arcul de curba AB cuprinsă 

într-un plan vertical (fig.1). Problema 

brachistocronei constă în următoarele: 

dintre toate curbele netede ce unesc 

punctele A şi B să se determine aceea pe 

care punctul M ajunge din A în B în 

timpul cel mai scurt. 

Viteza lui M în fiecare punct al arcului AB este:  

gy2
dt
dsV == . 

Timpul în care punctul material M descrie arcul AB va fi dat 

de: dx
gy
y

V
dsT

b

a

⋅
′+

== ∫ ∫ 2
1 2

, y=y(x),x∈[a,b].  
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Deci timpul T necesar ca punctul material (mobilul) să ajungă din A în B pe 

arcul y=y(x), x∈[a,b], are expresia (T[y]):  

  [ ] [ ]baCydx
gy
y

yT
b

a

,,
2

1 1
2

∈⋅
′+

= ∫ . 

Spunem că timpul este o funcţională de tip integrală care depinde de y şi 

care verifică condiţiile y(a)=0, y(b)=y1. 

 Funcţionala (1) are ca domeniu de definiţie funcţiile de clasă C1[a,b] care 

trec prin punctele date A şi B.Aceste funcţii se numesc linii admisibile în cazul 

problemei brachistocronei sau traiectoriei optimale. Problema revine deci la a 

determina curba y(x)∈C1[a,b] care trece prin punctele A şi B pentru care 

funcţionala (1) ia valoarea minimă. 

 

2) Problema geodezicelor.  

Fie (S) o porţiune netedă de 

suprafaţă a cărei ecuaţie sub formă 

implicită este F(x,y,z)=0, iar   un arc 

de curbă, aparţinând suprafeţei (S) şi care 

trece prin punctele A şi B de pe suprafaţa 

(S). (fig.2). Numim curbă geodezică a 

suprafeţei orice arc de curbă de pe 

suprafaţa (S) ce realizează minimul 

distanţei dintre două puncte de pe 

suprafaţă.  

 Fig. 2 

B (S) 

A 

Dacă y=y(x), z=z(x), x∈[a,b], y,z∈C1[a,b] sunt ecuaţiile parametrice ale 

unui arc de curbă de pe suprafaţa (S) ce trece prin A şi B, atunci lungimea arcului 

 este dată de: 

(2)       [ ] ∫ ⋅′+′+=
b

a

22 dx)x(z)x(y1)x(z),x(yI   . 
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 În acest fel, problema geodezicelor constă în determinarea funcţiilor y(x) şi 

z(x) de clasă C1[a,b] care să treacă prin A, B şi să satisfacă ecuaţia suprafeţei, deci 

F(x,y(x),z(x))=0 şi să realizeze minimul funcţionalei (2) care depinde de două 

funcţii necunoscute y(x) şi z(x). Mulţimea liniilor admisibile pentru funcţionala (2) 

reprezintă totalitatea arcelor de curbă de pe suprafaţa (S) cu tangenta continuă şi 

care trece prin punctele date A şi B. În plan, geodezicele sunt segmente de dreaptă. 

 

3) Problema suprafeţelor minime(Plateau).   

Dată fiind o curbă simplă închisă 

C, situată  în spaţiul cu trei dimensiuni, 

se cere să se determine suprafaţa 

deschisă (S) mărginită de această curbă 

şi care are aria minimă. 

 

∆ 

Fie Γ=prxOyC, ∆=prxOyS şi 

z=z(x,y), (x,y)∈∆ ecuaţia suprafeţei (S) 

(fig.3)       

Aria suprafeţei (S) este dată de 

egalitatea:  

(3) [ ] ∫∫
∆
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⎠
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∂
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+== dydx
y
z

x
zAzI S

22

1
 

Avem de determinat funcţia z=z(x,y) care face minimă integrala (3) şi ia 

valorile z=ϕ(x,y) pe curba Γ, frontiera domeniului ∆.   

 

4) Probleme de extremum codiţionat. 

Cele trei exemple considerate reprezintă probleme tipice de calcul 

variaţional (extremum necondiţionat). O altă clasă de probleme de calcul 

variaţional o constituie problemele de extremum condiţionat. 

 a. Problema formei de echilibru unui fir greu flexibil şi inextensibil de 

lungime dată, fixat la capete (fig.4).  
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Poziţia de echilibru corespunde cazului când ordonata centrului de greutate 

yG are valoarea minimă. Fie :y=y(x) ecuaţia de echilibru. Atunci:  

 (4) dxyy
l

y
b

a
G ⋅′+⋅⋅= ∫ 211  

b
2

 

mă

cur

scr

iar

car

 

car

exe

 

(l - lungimea AB ) dxyl
a

⋅′+= ∫ 1 .  

Problema formei de echilibru a 

lănţişorului constă în determinarea 

funcţiei y=y(x)∈C1[a,b] care să treacă 

prin punctele A şi B, să verifice condiţia 

` dxyl
b

a

⋅′+= ∫ 21  şi să realizeze minimul 

funcţionalei (4).  

 b. Problema izoperimetrică.  

Se cere curba plană închisă, de lungime l care delimitează un domeniu 

rginit de arie maximă. Fie x=x (t),y=y(t), t∈[a,b] ecuaţiile parametrice ale unei 

be C. Avem: x(a)= x(b),y(a)= y(b). Condiţia ca lungimea curbei C să fie l se 

ie: 

(5)        ldtyx
b

a

=⋅′+′∫ 22 , 

 aria mărginită de această curbă este dată de integrala: 

(6)      ( ) dtyxxy
2
1A

b

a

⋅′−′⋅= ∫    . 

Avem de determinat x= x(t),y=y(t) supuse la codiţiile x(a)= x(b), y(a)= y(b) 

e verifică (5) şi fac integrala (6) maximă. 

În exemplele prezentate mai sus s-a pus problema extremelor unor integrale 

e depind de funcţiile care intervin sub semnul de integrare. Astfel, în primul 

mplu, avem o integrală de forma:  

(7)        ,  [ ] dxyyxFyI
b

a

⋅′= ∫ ),,(
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în al doilea o integrală: 

(8)        ,  [ ] dxzyzyxFzyI
b

a

⋅′′= ∫ ),,,,(,

iar în al treilea:  

(9)      [ ] ∫∫ ⋅⋅
∂
∂

∂
∂

=
D

dydx
y
u

x
uuyxFuI ),,,,( . 

Definiţie. Fie F o mulţime de funcţii. Dacă fiecărei funcţii f∈F facem să-i 

corespundă un număr real, vom spune că avem o funcţională I[f] definită pe F cu 

valori în R. 

Definiţie. Se numeşte vecinătate de ordinul n al funcţiei f0∈F, mulţimea 

funcţiilor f∈F care pentru orice x∈[a,b] verifică inegalităţile:  

(10)  
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xfxf
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unde ε este un număr strict pozitiv dat (n=0-vecinătate de ordinul zero). 

Definiţie. Diferenţa δf0(x)=f(x)-f0(x), x∈[a,b] se numeşte variaţia 

argumentului funcţionalei I[f] când se trece de la funcţia f0∈F la funcţia f∈F. 

 În exemplele expuse de mai sus am văzut că nu toate funcţiile mulţimii F pe 

care este definită o funcţională I[f] sunt luate în considerare în problema respectivă 

(de minim sau maxim). 

Definiţie. Se numesc funcţii admisibile într-o problemă de extremum a unei 

funcţionale I[f], f∈F, acele funcţii din F care satisfac condiţiile suplimentare 

impuse de problema respectivă.  

 Să precizăm ce se înţelege prin maximul sau minimul unei funcţionale. 

 Fie I[f] o funcţională definită pe mulţimea F şi G, mulţimea funcţiilor 

admisibile într-o problemă de extremum a funcţionalei I[f]. Evident, G⊂F.  

Definiţie. Se spune că I[f] admite un maxim absolut pentru f0∈G, dacă 

pentru orice funcţie f∈G avem:  

 I[f0] ≥ I[f]. 
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Dacă pentru orice funcţie f∈G avem: 

 I[f0] ≤ I[f], 

atunci se spune că f0 realezează un minim absolut al funcţionalei I[f]. 

Ca şi petru extremele unei funcţii, uneori ne interesează, nu extremele 

absolute ale unei funcţionale, ci extremele relative în care noţiunea de vecinătate 

joacă un rol important.     

Definiţie. Se spune că funcţionala I [f] admite un maxim relativ tare pentru 

f0∈G dacă există o vecinătate de ordinul zero a funcţiei f0 astfel încât, pentru orice 

funcţie f∈G, conţinută în această vecinătate,   

 I[f0] ≥ I[f] 

 Dacă această inegalitate are loc numai pentru funcţiile f∈G situate într-o 

vecinătate de ordinul întâi a funcţiei f0, se spune că I[f] admite pentru f0 un maxim 

relativ slab. 

 Analog se definesc minimele relative tari şi slabe ale funcţiei I[f]. 

 Maximele şi minimele unei funcţionale se numesc extremele acelei 

funcţionale.   

 Evident, orice extrem absolut al unei funcţionale este şi extremum relativ 

tare. De asemenea, orice extremum relativ tare îndeplineşte şi condiţiile unui 

extremum relativ slab.    

 În cele ce urmează vom determina condiţii necesare de extremum ralativ 

slab, acestea fiind condiţii necesare şi pentru un extremum relativ tare sau pentru 

un extremum absolut. Pentru stabilirea unor astfel de condiţii vom utiliza două 

teoreme ajutătoare care se numesc lemele fundamentale ale calculului variaţional.   

LEMA 1 (Lagrange). Fie funcţia f∈C[a,b]. Dacă  

(11)            ∫ =⋅⋅
b

a

dxxxf 0)()( η

pentru orice funcţie continuă cu derivata continuă, η∈C1[a,b] şi care verifică 

condiţiile η(a) = η(b) = 0, atunci f(x)≡0 pe [a,b].  
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Demonstraţie. Să presupunem că într-un punct c∈[a,b] am avea f(c)≠0. Dacă 

c=a atunci pe baza continuităţii rezultă f(a)≠0. Analog, pentru c=b. De aceea vom 

admite că f(c)≠0, c∈(a,b). Putem considera f(c)>0 (astfel înmulţim cu(-1) relaţia 

(11) . Deoarece f∈C[a,b] şi f(c)>0 rezultă că există intervalul (α,β), α < c < β, 

conţinut în [a,b], 

 

 

 

 

 

astfel încât să avem

Considerăm 

Observăm că

Inegalitatea obţinu

demonstrată.   

∫ ∫=⋅⋅
b

a

fdxxxf
β

α

η )()(

LEMA 2 (D

(12)      ∫
b

a

g

pentru orice funcţi

este constantă în in

 Prin combin

cele două leme şi c

LEMA FU

funcţiile continue f

(13)     

 

: f(x)>0,∀x∈(α,β).  

funcţia:    

( )
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⎨
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∉
∈−⋅−

=  
,,                         0
,,)()(

)(
22

βα
βαβα

η
x
xxx

x  

 η(x) satisface condiţiile lemei (ϕ(a) = η(b) = 0 şi η∈C1[a,b]) şi 

 deoarece f(x)>0 pentru x∈(α,β). 

tă cotrazice egalitatea (11) din lemă şi lema este astfel 

>⋅−⋅−⋅ dxxxx βα 0)()()( 22

u Bois Raymond). Fie funcţia continuă g∈C[a,b]. Dacă  

 =⋅′⋅ dxxx 0)()( η

e η∈C1[a,b] care verifică condiţiile η(a) = η(b) = 0, atunci g(x) 

tervalul [a,b], deci g(x)= constant. 

area celor două leme obţinem o propoziţie de bază conţinând 

are se aplică la deducerea condiţiilor necesare de extremum.  

NDAMENTALĂ A CALCULULUI VARIAŢIONAL. Fie 

,g∈C[a,b]. Dacă  

[ ]∫ =⋅′⋅+⋅
b

a

dxxxgxxf 0)()()()( ηη    
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pentru orice funcţie η∈C1[a,b] care verifică condiţiile η(a) = η(b) = 0, atunci 

funcţia g este derivabilă pe [a,b] şi g′(x) = f(x). 

Demonstraţie. Considerăm funcţia .Observăm că F′(x)=f(x) şi 

deci:  

∫ ⋅=
x

a

dttfxF )()(

∫∫∫∫ ⋅′⋅−=⋅′⋅−⋅=⋅=⋅⋅
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxxFdxxxFxFxxdFxdxxxf )()()()()()()()()()( ηηηηη . 

Cu aceasta (13) devine: 

[ ]∫ =⋅′⋅−
x

a

dxxxFxg 0)()()( η . 

Pe baza lemei 2 rezultă g(x)−F(x)= constant, de unde g′(x)=f(x). Cu aceasta 

lema fundamentală este demonstrată. 

 

2.Funcţionale de forma [ ] dxyyxFyI
b

a

⋅′= ∫ ),,( .Condiţii necesare de extrem. 

Ecuaţia lui Euler. Condiţia lui Legendre. 

 

Să considerăm funcţionala:   

(1)          [ ] dxyyxFyI
b

a

⋅′= ∫ ),,(

definită pe o mulţime F de funcţii y(x), x∈[a,b]. Vom determina o condiţie 

necesară de extremum relativ considerând ca funcţii admisibile funcţiile y∈F, de 

clasă C2[a,b] şi care verifică în plus condiţiile la limită: 

(1)     y(a)=y1, y(b)=y2. 

Fie y(x) funcţia care realizează un extremum relativ pentru (1) şi η(x) 

arbitrară de clasă C2[a,b] cu η(a)=0 şi η(b)=0.    

Funcţia: 

  (3)     Y(x) = y(x) + αη(x), 

unde α este un parametru mic în modul, este evident că o funcţie admisibilă şi 

aparţine unei vecinătăţi de ordinul întâi date a funcţiei y(x) pentru |α| suficient de 
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mic. Înlocuind în (1) pe y(x) cuY(x) şi presupunând η(x) fixă, obţinem o integrală 

în funcţie de parametrul α:   

[ ] [ ] dxxxyxxyxF
b

a

⋅′+′+=ℑ ∫ )()(),()(, ηααηα . 

 Dacă y(x) realizează un extremum relativ al integralei în mulţimea tuturor 

funcţiilor admisibile, acesta va trebui să fie un extremum relativ şi în mulţimea 

Y(x) obţinute din (3) pentru diferite valori ale lui α. Condiţia necesară de 

extremum este ′(0)=0.  ℑ

Observăm că: 

[ ] [ ] [ ]{ } dxxxyxyxFxxyxyxF
b

a
yy ⋅′⋅′+⋅′=ℑ ∫ ′ )()(),(,)()(),(,0' ηη , 

unde 
y
FFy ∂
∂

=  şi 
y
FFy ′∂
∂

=′ .Ultimul termen poate fi integrat prin părţi: 

[ ] ∫∫ ⋅′⋅−′⋅=⋅′⋅′ ′′′

b

a
y

b

a

b

ayy dxyyxF
dx
dxyyxFxdxxyyxF ),,()(),,()()(),,( ηηη  

 Datorită faptului că η(a) = η(b) = 0, primul termen din membrul drept al 

egalităţi de mai sus este nul. Deci, condiţia 'ℑ (0)=0 devine:  

(4)      ∫ =⋅⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′−′=ℑ ′

b

a
yy dxxyyxF

dx
dyyxF 0)(),,(),,()0(' η ,  

în care funcţia y=y(x) realizează un extremum al integralei (1), iar y′=y′(x) este 

derivata sa. Egalitatea (4) are loc pentru orice η(x)∈C2[a,b] supusă condiţiilor 

η(a)=0, η(b)=0. Cu ajutorul lemei 1, deducem că funcţia y(x) verifică ecuaţia:   

(5)          0),,(),,( =′−′ ′ yyxF
dx
dyyxF yy . 

 Ecuaţia (5) se numeşte ecuaţia lui Euler corespunzătoare funcţionalei (1) şi 

se mai poate scrie şi sub forma:  

(5′)         Fy′y′; y′′+Fyy;y′+Fxy′ −Fy=0,  

unde 
yx

FF
yy

FF
y

FF yxyyyy ′∂⋅∂
∂

=
′∂⋅∂

∂
=

′∂
∂

= ′′′′

22

2

2

,,    

Am obţinut astfel următorul rezultat: 
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Teoremă (Euler). Dacă F(x,y,y′)∈C2[a,b] şi dacă y(x) realiuează un 

extremum relativ la integralei  în mulţimea funcţiilor din clasa 

C

[ ] ∫ ⋅′=
b

a

dxyyxFyI ),,(

2 [a,b] care satisfac condiţiile la limită y(a)=y1, y(b)=y2, atunci y(x) verifică 

ecuaţia lui Euler (5). 

Observaţie. Ecuaţia lui Euler este o condiţie necesară, dar nu suficientă 

pentru funcţia y(x) care realizează un extremum al funcţionalei (1).  

Definiţie. Orice curbă integrală a ecuaţiei lui Euler (5) se numeşte extremală 

a funcţionalei (1) chiar dacă aceasta nu realizează un extremum al funcţionalei. 

Condiţia lui Legendre. 

 Pentru determinarea naturi extremului unei funcţionale, un rol important îl 

joacă variaţia de ordinul doi: 

[ ] [ ] dxxQxPyI
b

a

⋅′⋅+⋅=⋅ ∫ 222 )()(; ηηηδ  

unde  

yyyyyy FxQF
dx
dFxP ′′′ =−= )(,)( . 

Observăm că variaţia de ordinul doi este formă pătratică în raport cu η şi η′. 

Are loc:    

Teorema (Legendre). [ ] 00;2 ≥⇔≥⋅ ′′yyFyI ηδ . 

De aici avem:  

Teorema (Legendre). Fie funcţionala  definită pe 

mulţimea liniilor admisibile D=⎨y∈C

[ ] ∫ ⋅′=
b

a

dxyyxFyI ),,(

2[a,b],y(a)=y1,y(b)=y2⎬. Condiţia necesară ca 

linia extremală ⎯y=y(x), x∈[a,b] să realizeze minimul funcţionalei I[y] este ca de-a 

lungul extremalei să fie îndeplinită inegalitatea: 

(6)          Fy′y′(⎯y)≥0. 

Analog, pentru ca linia extremală y=y(x), x∈[a,b] să realizeze maximul 

funcţionalei I[y] este ca, de-a lungul ei să fie îndeplinită inegalitatea:    

(7)        Fy′y′(⎯y)≤0.             
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Observaţie. Relaţiile (6) şi (7) se obţin din [ ] 0;2 ≥⋅ ηδ yI  sau . [ ] 0;2 ≤⋅ ηδ yI

 

3. Funcţionale conţinând derivate de ordin superior. Ecuaţia Euler – Poisson. 

Condiţia lui Legendre. Exemplu. 

 

Fie funcţionala: 

(1)          ( )∫=
b

a

)n( dxy,...,'y,y,xF]y[I

definită pe mulţimea liniilor admisibile:  

[ ]{ }}1,...,1,0{  ,)(,)(  /  , 2
)(

1
)( −∈==∈= nkybyyaybaCyD kkkkn unde 

. În mulţimea liniilor admisibile D, se cere să 

se determine funcţia  care verifică la capetele intervalului [a,b] 

condiţiile: 

( ) ]b,a[x ,R  ,]b,a[CF 1n
1n1n

2 ∈⊂∆∆×∈ +
++

]b,a[Cy n∈

(2)       } 1-n 0,1,....,{k  ,)( ,)( )(
2

)()(
1

)( ∈== kkkk ybyyay

şi realizează extremul funcţionalei (1).  

Funcţia y cu proprietăţile de mai sus verifică ecuaţia: 

(3)     0F
dx
d)1(......F

dx
dF

dx
dF )n(yn

n
n

''y2

2

'yy =⋅−+−+−  

numită ecuaţia lui Euler-Poisson. 

Demonstraţia celor de mai sus se face astfel: dacă y(x) este o funcţie care 

realizează un extremum relativ în mulţimea D care satisface (2), atunci y(x) 

realizează un extremum relativ şi în mulţimea funcţiilor Y(x)=y(x)+αη(x), unde 

η(x) este o funcţie fixă din clasa C2n[a,b] anulându-se în punctele a şi b împreună 

cu derivatele sale până la ordinul n-1 inclusiv, iar α este un parametru care ia 

valori suficient de mici în modul. Înlocuind în (1) pe y(x) cu Y(x) se obţine o 

integrală funcţie de α:  

,dx)αηy ...., ,αη''y ,αηy,x(F)( (n))n(
b

a

+++=αℑ ∫  

care va trebui să aibă un extremum pentru α=0. Pentru aceasta este necesar ca 

  .0)0(' =ℑ
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Avem:  

[ ]dx Fη....F'ηFη)0(
b

a
y

(n)
'yy

'
)n(∫ +++=ℑ  

Integrând prin părţi obţinem: 

[ ] ∫∫∫ −−− η−=η−η=η
b

a
y

)1k(
b

a
y

)1k(
b

a

b
ay

)1k(
y

)k( dxF
dx
ddxF

dx
d FdxF )k()k()k()k(  

de unde  

(4) 
).1,0k  0,(b)η(a)(η   }n 1,2,....,{k

    ,)()1(

(k)(k)

)(
)()(

−===∈

−=∫ ∫
n

dxF
dx
dxdxF

b

a

b

a
yk

k
k

y
k

kk ηη
. 

 

Deci: 

(5)      dx η(x)F
dx
d)1(.....F

dx
dF

dx
dF)0('

b

a
yn

n
n

''y2

2

'yy )n( ⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−+−=ℑ ∫  

Datorită acestei egalităţi şi a lemei 1 , condiţia 0)0(' =ℑ  se reduce la (3) şi 

deci y este determinat. 

Calculând variaţia de ordinul doi  se poate arăta că pentru ca linia 

extremală 

η];y[Iδ2

],[ ),( baxxyy ∈=  să realizeze minimul funcţionalei (1) este necesar ca de-

a lungul ei să avem: 

(6)           0)()()( ≥yF nn yy  

iar pentru ca linia extremală y = ]b,a[x ),x(y ∈  să realizeze maximul funcţionalei 

(1) este necesar ca de-a lungul ei să avem: 

(7)           0)()()( ≤yF nn yy . 

Inegalităţile (6) şi (7) reprezintă condiţiile lui Legendre corespunzătoare 

funcţionalei (1), de-a lungul extremalei y =y(x). 

Exemplu. Fie funcţionala  definită pe mulţimea liniilor 

admisibile 

(∫ +=
1

0

2 dx"yy2]y[I )

{ }0(1)y'(0)y' ,0)1()0( ],1,0[2 ====∈= yyCyD . Să se determine linia 

admisibilă care realizează extremul funcţionalei şi să se specifice natura acestuia. 
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Avem  şi ecuaţia Euler-Poisson va fi: 2''yy2F +=

0F
dx
dF

dx
dF ''y2

2

'yy =+−  

de unde obţinem y(4) +1=0 cu soluţia generală 

43
2

2
3

1

4

AxAxAxA
24
xy ++++−=  

Constantele se determină din condiţiile y(0)=y(1)=0, y’(0)=y’(1)=0 ceea ce 

asigură ca linia extremală să fie o linie admisibilă. Obţinem: 

[0,1] x,
241224

234

∈−+−=
xxxy  

Deoarece 02)('''' >=yF yy  condiţia lui Legendre arată că linia extremală  

realizează minimul funcţionalei. Se obţine 
720
1][min −=yI . 

 

4.Funcţionale depinzând de mai multe funcţii. Sistemul Euler-Lagrange. 

Condiţia Legendre. Exemplu. 

 

Să considerăm funcţionala  ,RD:I →

(1)        [ ] ( )dx'y,...,'y,'y,y,...,y,y,xFy,...,y,yI n21n21

b

an21 ∫=

definită pe mulţimea liniilor admisibile: 

{ }},...,2,1{k ,)(,)(  n1,k ],,[ 21
1 nybyyaybaCyD kkkkk ∈===∀∈=  

şi    [ ]( ) [ ]ba, x,R ,b,aCF n2
n2n2

2 ∈⊂∆∆×∈ . 

În mulţimea liniilor admisibile D, se cere să se determine funcţiile 

, şi care verifică la capete condiţiile la limită: [ b,aCy,...,y,y 1
n21 ∈ ]

(2) },...,2,1{k   ,)( ,)( 21 nybyyay kkkk ∈==   

şi se realizează extremul funcţionalei (1).  

Are loc următoarea 

 Teoremă: Dacă [ ]( )n2
2 b,aCF ∆×∈  şi funcţiile  realizează 

extremul funcţionalei (1) atunci ele verifică ecuaţiile: 

Dy,...,y,y n21 ∈
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(3)      },...,2,1{k     ,0
'

n
dx
d

kyky
FF ∈=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

((3) – sistemul lui Euler-Lagrange corespunzător funcţionalei (1)) 

 

Demonstraţie: Considerăm o mulţime particulară de funcţii admisibile de 

forma: 

[ ] n}1,2,...,{k ,ba,  x),(ηα)()( kk ∈∈+= xxyxY kk  unde { }n21 y,...,y,y  este sistemul de 

funcţii pentru care funcţionala (1) admite un extremum relativ,  sunt n funcţii 

fixate arbitrare din clasa  care se anulează în extremităţile a şi b, iar α

 )x(ηk

[ b,aC2 ] k 

n,1k =  sunt n parametri cu valori mici în modul. 

Înlocuind Yk(x) în (1) obţinem:  

( ) ( dx,η'α'y,...,η'α'y,ηαy,...,ηαy,ηαy,xFα,...,α,α
b

a nnn111nnn222111121 ∫ +++++=ℑ )  

Funcţia  de mai sus, de n variabile, va trebui să admită un extremum relativ 

pentru α1=α2=….=αn=0. Pentru  aceasta este necesar ca: 

  .0α...ααpentru   0,...,0  ,0 n21
n21

=====
α∂
∂ℑ

=
α∂
∂ℑ

=
α∂
∂ℑ  

Deci 

∫ ∈=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅

b

a kk
dxyFyF n}.1,2,...,{k    ,0'η'η kk  

Integrând prin părţi şi ţinând seama că  0)b(η)a(η kk == , obţinem: 

.}.,....,2,1{k     ,0)(η
'

ndxx
dx
d

k

b

a kyky
FF ∈=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫  

 

Folosind Lema 1 se obţine sistemul (3).  

Observaţie: Orice soluţie a sistemului (3) se numeşte extremală a 

funcţionalei (1). O extremală particulară este complet determinată prin condiţiile la 

limită (2).  

Fie ( ) Dy,...,y,y  y n21 ∈=  o extremală a funcţionalei (1) şi fie 

( ) { }n1,2,...,ji, , y
'y'y

FA
ji

2

j,i ∈
∂∂

∂
=   
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Are loc  

Teorema (Condiţia Legendre). Notăm prin: 

(4)    
nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

AA
AA

AD

...
............

...

...

D ,...,D ,

21

22221

11211

n
2221

1211
2111 ===  

şi  

(5)          .  n}1,2,....,{k   ,)1(* ∈⋅−= k
k

k DD

Dacă : 

(a)    ,0,....,0,0 21 >>> nDDD

atunci y  realizează minim pentru funcţionala (1), iar dacă 

(b)    ,0,....,0 ,0 **
2

*
1 >>> nDDD

atunci y  realizează maxim pentru funcţionala (1). 

Valoarea extremă a funcţionalei în cazurile (a) sau (b) de mai sus, va fi I[ y ]. 

Exemplu. 

Să se determine extremul funcţionalei şi natura lui dacă , RD:I →

( ) ( )[ ] ,dxyz2'z'y]z,y[I
2

0

22∫
π

++=  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈= 1
2

z,1
2

y 0,z(0)y(0)  
2

,0C)z,y(D 1  

Ecuaţiile Euler-Lagrange sunt: 0y"z,0z"y =−=−  Cu soluţiile ∈D: 

⎩
⎨
⎧

−−+=
+++=

−

−

xsinCxcosCeCeCz
xsinCxcosCeCeCy

43
x

2
x

1

43
x

2
x

1  

şi din (y,z) ∈D, obţinem C1=C2=C3=0, C4=1, deci linia extremală ce realizează 

extremul este dat de 

y =sin x, z =-sin x. 
Condiţiile lui Legendre sunt: 
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4
20
02

FF
FF

D ,2FD
'z'z'y'z

'z'y'y'y
2'y'y1 =====  şi din (a) rezultă că extremala  

(sin x, -sin x) realizează un minim pentru funcţională. Valoarea minimă se obţine 

uşor: 

Imin(sin x,-sin x)=2π 

 

5. Funcţionale determinate prin integrale multiple. Ecuaţiile lui Euler –

Ostrogradschi. Exemplu.  

Pentru uşurinţa expunerii vom considera funcţionala  definită 

printr-o integrală dublă: 

RRD:I 2 →⊂

(1)          ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
D

dxdy
y
u,

x
u,u,y,xF]u[I  . 

Se pune problema extremelor acestei funcţionale în mulţimea funcţiilor 

ce iau valori date pe frontiera C a domeniului D: )D(C)y,x(u 2∈

(2)       ( ) ( )y,xfy,xu C= . 

Are loc următoarea: 

Teoremă (Ostrogradschi). Dacă  şi DyxRDCF ∈⊂∆∆×∈ ),(,, )( 3
33

2

y
u,

x
u,u

∂
∂

∂
∂ , 

luând valori arbitrare, iar u(x,y) realizează un extremum relativ al funcţionalei (1) 

în mulţimea funcţiilor din clasa  care verifică egalitatea )D(C2 )y,x(f)y,x(u C = , 

atunci u(x,y) este soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale: 

(3)       ( ) ( ) 0FF
y

F
x uyuxu =−

∂
∂

+
∂
∂             unde 

.
y
uu ,

x
uu yx ∂

∂
=

∂
∂

=  

Demonstraţie: Vom considera mulţimea funcţiilor  

(4) )y,x(αη)y,x(u)y,x(U +=  

unde u(x,y) este funcţia pentru care (1) admite un extremum, arbitrară şi )D(C2∈η

0y)η(x, C= , iar α este un parametru care ia valori mici în modul. Dacă u(x,y) are un 
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extremum în mulţimea funcţiilor admisibile, aceeaşi proprietate o va avea şi în 

mulţimea (4). Pentru aceasta este necesar ca integrala:  

( ) ( )∫∫ +++=αℑ
D

yyxx dxdyαηu,αηuαη,u,y,xF  

să admită un extremum pentru α=0. Condiţia 0)0( =ℑ′  se scrie dezvoltat: 

0dxdy
D yuFyηxuFxηuηF)0( =∫∫ ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++=ℑ′ . 

Integrala referitoare la ultimii doi termeni se mai poate scrie: 

dxdy
yxD D

dxdy
yxD

dxdy
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂

+
∂

∂

∫∫ ∫∫−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∫∫ =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

yuF
xuF

η
yuηF

xuηF
yuFyηxuFxη . 

Folosind formula lui Green, prima integrală din membrul drept se poate 

transforma într-o integrală pe frontiera C a domeniului D şi avem: 

  dxdy
yxD

dxFdyF
D

dxdy
C

uu yX

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂

+
∂

∂

∫∫−−∫∫ =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+ ∫

yuF
xuF

)(
yuFyηxuFxη η . 

Deoarece ( ) ,0y,x c =η  integrala curbilinie este nulă şi condiţia ( ) 00 =ℑ′  

devine: 

( ) ( )∫∫ =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂

−
∂

∂

−=ℑ′
D

dxdyyx
y
yuF

x
xuF

uF 0,η0 . 

Această condiţie are loc în ipotezele lemei 1 (în R2). De aici rezultă ecuaţia 

(3) şi teorema este demonstrată.  

Observaţie: Ecuaţia (3) se numeşte ecuaţia lui Euler–Ostrogradschi 

corespunzătoare funcţionalei (1). Orice soluţie a ecuaţiei (3) se numeşte extremală 

a funcţionalei (1) chiar dacă acea funcţie nu realizează efectiv un extremum al 

funcţionalei. Adăugând la ecuaţia (3) o condiţie la limită de forma ( ) ( )y,xfy,xu c= , 

se obţine o extremală particulară.  

Teorema lui Ostrogradschi poate fi extinsă pentru o funţională de forma: 
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[ ] ∫∫ ∫
Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ,dx....dxdx
x
u,...,

x
u,

x
u,u,x,...,x,xF...uI n21

n21
n21  unde nR⊂Ω . 

 Ecuaţia lui Euler-Ostrogradschi va avea forma: 

n}.1,2,...,{k   ,u unde    ,0 k
1

∈
∂
∂

==
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂∑

= k

n

k kk x
u

u
F

u
F

x
 

 

     Exemplu.  Să se găsească extremul funcţionalei: 

                   [ ] ∫∫
Ω ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= dxdyyx
y
u

x
uuI 22

22

      

unde ( ) ,
4
3: 442

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+=∈=Ω

∂
yxuDCu

D
 ( ){ }.1:, 222 ≤+∈= yxRyxD  

Soluţie: 

Ecuaţia lui Euler – Ostrogradski corespunzătoare funcţiei  

22
22

,,,, yx
y
u

x
u

y
u

x
uuyxF +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂  este: 

(1)         0=−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

uF
yuF

yxuF
x

    

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂

=
y
uu

x
uu yx ,  sau 

(1/)       02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u     

care este ecuaţia lui Laplace. S-a obţinut problema interioară Dirichlet pentru cerc. 

Pentru a impune mai uşor condiţia la limită 
D

u
∂

, vom trece la coordonate polare: 

(2)          
⎩
⎨
⎧

=
=

θρ
θρ

sin
cos

y
x

de unde rezultă:         

(2/)    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

x
yarctg

yx

θ

ρ 22

 .   

Observăm că: 
ρ

ρ x
x
=

∂
∂ , 

ρ
ρ y
y
=

∂
∂ , 2ρ

θ y
x

−=
∂
∂  şi 2ρ

θ x
y
=

∂
∂ . 
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Obţinem: 

(3)  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

θρρρ
θ

θ
ρ

ρ

θρρρ
θ

θ
ρ

ρ

uyuy
y

u
y

u
y
u
şi

uyux
x

u
x

u
x
u

2

2

   

şi 

(4)  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

−
∂
∂−

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂−

+
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

θρρρ
ρ

θρθρρρρ

θρρρ
ρ

θρθρρρρ

uxyuyuxuxyuy
y
u

şi

uxyuxuyuxyux
x
u

43

22

2

2

4

22

32

2

2

2

2

2

43

22

2

2

4

22

32

2

2

2

2

2

22

22

  

Înlocuind (4) în (1/) acesta devine: 

(5)  02

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

θρ
ρ

ρ
ρ uuu     

cu condiţia la limită: 

(6)   θ
θ
θ

4cos
4
1

4
3

sin
cos

44 =−+=
=
=∂

y
xD

yxu    

Pentru rezolvarea problemei (5) şi (6) vom folosi metoda separării 

variabilelor; căutăm o soluţie de forma: 

(7)    ( ) ( ) ( )., θρθρ TRu =      

Observăm că ( ) ( ) ( ) ( )θρ
ρ

θρ
ρ

TRuTRu //
2

2
/ , =

∂
∂

=
∂
∂  şi ( ) ( )θρ

θ
//

2

2

TRu
=

∂
∂ . 

Înlocuind în (5) obţinem: 

(8)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0/////2 =++ θρθρρθρρ TRTRTR    

de unde prin împărţire la ( ) ( ) 0≠θρ TR  obţinem: 

(9)  ( )
( )

( )
( )

( )
( )θ
θ

ρ
ρρ

ρ
ρρ

T
T

R
R

R
R /////

2 −=+  .    

Membrul stâng al ecuaţiei (9) fiind o funcţie numai de ρ  iar membrul drept 

fiind o funcţie numai de ,θ  egalitatea lor este posibilă pentru orice ρ  şi orice ,θ  

numai dacă cei doi membri au aceeaşi valoare constantă pe care o notăm cu λ ; din 

relaţia (9) obţinem următoarele ecuaţii: 
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(10)        ( ) ( ) 0// =+ θλθ TT      

şi 

(11)     ( ) ( ) ( ) 0///2 =−+ ρλρρρρ RRR     

Funcţia căutată ( )θρ,u  trebuie să fie periodică în raport cu θ , cu perioada 

π2  adică să avem ( ) ( )θρπθρ ,2, uu =+ .  

Pentru aceasta ( )θT  trebuie să fie periodică cu perioada π2 . Avem deci de 

găsit valorile parametrului real λ  pentru care ecuaţia (10) are soluţii nebanale 

(problema Sturm - Liouville) periodice cu perioada π2 . Ecuaţia (10) este o ecuaţie 

diferenţială liniară, omogenă, cu coeficienţii constanţi, cu ecuaţia caracteristică: 

 şi rădăcinile: 02 =+ λr λ−±=2,1r .  

Cazul 10 0<λ . Găsim ( ) θλθλθ −−− += eCeCT 21  care este o soluţie 

exponenţială reală şi ca atare nu este periodică.  

Cazul 20 0=λ . Avem 021 == rr  şi ( ) .θθ BAT +=  Vom determina  şi  

astfel încât 

1A 2B

( )θT  să fie periodică, cu perioadă π2 , adică ( ) ( ) =+⇔+= θπθθ BATT 2  

( ) 02 =⇔++= BBA πθ  şi deci ( ) AT =θ  (o constantă) soluţie banală, inacceptabilă. 

Cazul 30 0>λ . Ecuaţia caracteristică are rădăcinile complexe conjugate 

λir ±=2,1  şi deci soluţia generală este ( ) .sincos θλθλθ BAT +=  Din condiţia 

( ) ( )θπθ TT =+ 2  şi din faptul că funcţiile  şi  sunt periodice cu perioada sin cos π2  

rezultă că: ( ) πλθλπθ n22 =−+  sau πλπ n22 =   de unde: 

(12)      { ,...3,2,1  ,2 ∈= nnnλ }

Deci soluţia generală a ecuaţiei (10) este: 

(13)  ( ) { },...3,2,1  ,sincos ∈+= nnBnAT nnn θθθ    

Cu valorile proprii (12) astfel obţinute, ecuaţia (11) devine: 

(11/)   ( ) ( ) ( ) 02///2 =−+ ρρρρρ RnRR  .   

Ecuaţia (11/) este de tip Euler; pentru integrarea ei vom face schimbarea de 

variabilă . Obţinem: te=ρ
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( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=

−

−

dt
dR

dt
RdeR

şi
dt
dReR

t

t

2

2
2//

/

ρ

ρ

. 

Înlocuind  şi  ecuaţia (11( )ρ//R ( )ρ/R /) devine: 

(11//)       02
2

2

=− Rn
dt

Rd     

care este o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi având ecuaţia 

caracteristică cu rădăcinile 022 =− nr nr ±=2,1 şi deci soluţia generală: 

(14)       .     n
n

n
nn DCR −+= ρρρ)(

Pentru problema lui Dirichlet interioară trebuie să luăm  deoarece în 

caz contrar 

0=nD

∞→=−
n

n

ρ
ρ 1  pentru 0→ρ şi deci soluţia  nu ar fi mărginită în 

origine. Deci 

u

(15)      .     n
nn CR ρρ =)(

Am găsit astfel pentru ecuaţia (5) soluţiile : 

(16)  ...}3,2,1{,   )()(),( ∈= nTRu nnn θρθρ    

sau 

(16/)   ( ) ...}3,2,1{,   sincosA),( n ∈+= nnBnu n
n

n θθρθρ   

unde nnn CAA =  şi .nnn CBB =  

Conform principiului suprapunerii efectelor, căutăm o soluţie ( )θρ,u  de 

forma: 

(17)  ( ) ...}3,2,1{,   sincosA),(
1

n ∈+= ∑
∞

=

nnBnu
n

n
n

n θθρθρ   

Vom determina coeficienţii nA  şi nB  astfel încât ecuaţia (17) să verifice 

condiţia la limită (6): ( ) .4cos
4
1,1 θθ ==

∂D
uu   

Observăm că { } **
4 ,0,4,0,

4
1 NkBNkAA kk ∈∀=−∈∀== . Deci soluţia ( )θρ,u  

primeşte forma: 
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(18)  ( ) θρθρ 4cos
4

, =u  .   

Funcţionala  admite un minim [ ]uI [ ]uI , deoarece ( ) 021 >== u
xuxuFD  şi 

( ) ( )

( )
04

20
02

)(2 _ >===
u

yuF
yuFu

xuyuF

u
yuxuFu

xuxuF

D . 

  Observăm că  

    =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= θθρ
θρ

θ
ρ

θ
θρ

θ
ρ

θ 224
22

cossincossinsincos uuuuF
u

             

    +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

233233

cos4sin
4

44cossin
4

4sin4sin
4

44coscos
4

4 θθρθθρθθρθθρ  

2
4cos1

4
3sin3cos2sin

4

4
26262

4 θρθρθρθρ −
++=+  sau θρρρ 4cos

88

44
6 −+=UF . 

Deci,      

(19)   [ ] ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+==

/

4cos
88

44
6

min
D

dduII θρρθρρρ    

unde  şi 
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

πθ
ρ

20
10

  /D θρρ dddxdy = . 

Relaţia (19) se mai scrie: 

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

/ /

1

0

2

0

5
7

55
7

min 8
4cos

88D D

ddddddI
π
θρρρθρθρθρρρ  

∫ ∫ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−

1

0

2

0

2

0

1

0

6
2

0

1

0

68
5 02

48
1

8
14sin

4
1

68
1

488
4cos

8
1 π

π
π

πθρθρρθθρρ dd  

de unde      

   
24
7

min
π

=I  .      
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6. Probleme izoperimetrice. Extreme condiţionate ale funcţionalelor. Teorema 

lui Euler. Problema lui Lagrange. 

 

Se numeşte problemă izoperimetrică problema determinării extremalelor 

unei funcţionale de forma: 

(1)       [ ] ( )dx'y,....,'y,'y,y,....,y,y,xFy,....,y,yI
b

a
n21n21n21 ∫=

cu condiţia la limită: 

(2)      ( ) ( ) },...,2,1{      ,y    , 2k1 nkybyay kkk ∈==  

şi condiţiile suplimentare:  

(3)      ( ) m}1,2,....,{i    ,',....,',',,....,,, 2121 ∈=∫ i

b

a
nni adxyyyyyyxG

unde ( )m1,i a i =  sunt m constante date.  

Vom examina cazul când funcţionala este de forma:  

(4)       [ ] ( )∫=
b

a

,dx'y,y,xFyI

şi este dată o singură condiţie suplimentară:  

(5)      ( )∫ =
b

a

 .mdxy'y,x,G

Funcţiile F, G şi constanta m sunt date.  

Are loc următoarea: 

Teoremă (Euler). Dacă funcţia  [ ]b,aCy 2∈  şi verifică condiţiile la limită  

(6)      ( ) ( ) 21 yby ,yay ==  

este o extremală a funcţionalei (4) şi verifică în plus condiţia (5) şi dacă y(x) nu 

este o extremală a integralei (5), atunci există o constantă λ astfel încât y(x) să fie o 

extremală a funcţionalei 

(7)            . [ ] ( ) ( )[ ]dx 'y,y,xG'y,y,xFyK
b

a
∫ λ+=

Demonstraţie: Să considerăm familia de funcţii 

(8)       ( ) ( ) ( ) ( )xηαxηαxy,,xY 221121 ++=αα  
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unde y(x) este extremala căutată, η1(x) şi η2(x) sunt două funcţii fixe arbitrare din 

C2[a,b], nule la capetele intervalului: 

(9)      η1(a) = η1(b) = 0, η2(a) = η2(b) = 0 

iar α1 şi α2 doi parametri suficient de mici în modul.  

Înlocuind în integrala (5), în locul funcţiei y(x), funcţia Y(x, α1,α2) din (8) 

obţinem o integrală depinzând de α1 şi α2: 

( ) ( )∫ ++++=αℑ
b

a
22112211211 dx'ηα'ηα'y,ηαηαy,xG,α  

şi condiţia (5) devine  

(10)            ( ) mα,α 211 =ℑ . 

Să aratăm că din această egaliatate putem scoate pe α2 în funcţie de α1. 

Calculăm derivatele parţiale ale funcţiei ( )211 α,αℑ  pentru α1=α2=0. Avem: 

( )∫ =+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ℑ b

a
y'iyi

0i

1 1,2i   ,dxG'ηGη
α

. 

Integrăm prin părţi ultimul termen şi ţinând seama de (9), obţinem:  

(11) ( ) }.1,2{i   ,ηGG
α iy'y

0i

1 ∫ ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ℑ b

a

dxx
dx
d . 

Dacă  y(x) nu este o extremală a integralei (5) atunci : 0GG y'y ≠−
dx
d  şi 

putem alege funcţia η2(x) astfel ca 0
α

02

1 ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ℑ  Ecuaţia (10) este verificată de 

valorile particulare  α1=α2=0, ( ) m0,01 =ℑ , deoarece Y(x,0,0)=y satisface (5). 

Datorită condiţiei 0
α

02

1 ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ℑ , conform teoremei referitoare la funcţiile implicite, 

există o vecinătate a punctului α1=0 în care ecuaţia (10) defineşte pe α2 ca funcţie 

de α1 iar derivata 
1

2

dα
dα  în punctul α1=0 este:  

(12)           

02

1

01

1

01

2

α

α
dα
dα

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ℑ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ℑ

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ . 
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Reluând  familia de funcţii (8), care depinde acum de un singur parametru α1 

(deoarece α2 este funcţie de α1 definită prin (10)) şi înlocuind în (4), obţinem o 

funcţie de α1

( ) ( )∫ ++++=ℑ
b

a
221122111 dx'ηα'ηα'y,ηαηαy,xFα  

care trebuie să admită un extremum pentru α1=0 ,deci ( ) 00 =ℑ′ . Avem: 

( ) ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=ℑ′

b

a
'y2

01

2
1y2

01

2
1 dxF'η

dα
dα'ηFη

dα
dαη0  

sau, integrând prin părţi ultimul termen şi ţinând seama de (9),obţinem  

( ) ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ℑ′

b

a

b

a 2'yy
01

2
1'yy dxηF

dx
dF

dα
dαdxηF

dx
dF0 . 

Dacă înlocuim 
01

2

dα
dα

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  cu valoarea sa din (12) în care facem înlocuirile date 

de (11), deducem: 

( )  ,dxηG
dx
dGλdxηF

dx
dF0

b

a

b

a 2'yy1'yy∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ℑ′  

unde 

∫

∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−= b

a
2'yy

b

a
2'yy

dxηG
dx
dG

dxηF
dx
dF

λ . 

Această egalitate se mai poate scrie: 

( ) ( )∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+=ℑ

b

a
dxxyGyF

dx
d

yGyF 1η'λ'λ0' . 

Condiţia , datorită  lemei 1 se reduce la ( ) 00 =ℑ′

( ) 0GλF
dx
dGF 'y'yyy =+−λ+  

care este chiar ecuaţia lui Euler corespunzătoare funcţionalei (7). Teorema este 

demonstrată. 

 

Problema lui Lagrange. Să considerăm funcţionala: 
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(13)        . [ ] ( )∫=
b

a

dxzzyyxFzyI ',,',,,

Problema lui Lagrange constă în determinarea unui arc de curbă  

(14)      ( ) ( ) [ ]ba,   x,xzz  ,xyy ∈==  

care este situat pe suprafaţa: 

(15)       ( ) 0z,y,xG =

şi extremează integrala (13). Punctele A(x1, y1, z1) (x1=a, x2=b) şi B(x2, y2, z2) 

aparţin suprafeţei, deci: G(x1, y1, z1)=0, G(x2, y2, z2)=0. Faptul că A şi B aparţin 

curbei se traduce prin condiţiile la limită: 

(16) ( ) ( ) ( ) ( ) 2121 z ,, , zbzazybyyay ==== . 

Are loc următoarea: 

Teoremă: (Lagrange). Dacă sistemul de funcţii (14) este un sistem extremal 

al funcţionalei (13) cu condiţiile (15) şi (16), atunci există o funcţie λ(x) astfel 

încât sistemul (14) este un sistem extremal al funcţionalei 

(17)          . [ ] ( )[ ]dx GxλFz,yK
b

a∫ +=

 

 

                                   7. Probleme propuse 

 

1. Să se determine extremalele şi natura lor pentru funcţionala: , RD:I →

  

a) 
[ ] [ ]

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈=

++−= ∫

0
4

 ,10 
4

,0

,38'4

1

4

0

22

ππ

π

yyCyD

undedxyyyyI
 

b) 
[ ] [ ]

[ ] ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==∈=

++= ∫

21

1

0

222

3
11 ,

3
10 1,0

,2'

eyyCyD

undedxyeyyyI x
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2. Să se determine extremalele şi natura lor pentru funcţionala , RD:I →

 

 

        a)          
[ ] ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

====∈=

′′+−= ∫
01'0',010 1,0

,2

2

1

0

2

yyyyCyD

undedxyyyI
 

 

        b)          
[ ] [ ]

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−====∈=

′′++= ∫

1  1',10',010 1,0

,'2

2

1

0

222

shyyyyCyD

undedxyyyyI
 

 

3. Să se determine extremalele şi natura lor pentru funcţionala 

, [ ] RDzyI →:,

 

 

        a) 
[ ] [ ]

( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈=

+−+= ∫

1
22

 ,000 
2

,0,

,52'',

1

2

0

22

πππ

π

zyzyCzyD

undedxyzzyzyI
  .   

       

 

       b) 
[ ] [ ]

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }
 

1 1 ,0100  1,0,

,2''

1

1

0

22

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

====∈=

++= ∫
yzzyCzyD

undedxyzyyI
      . 
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4. Să se determine extremul funcţionalei      I:D R, →

 

    
[ ]

( ) ( ) ( ){ }⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤+∈=Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
∂
∂

=Ω∈=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=

=

Ω
∫∫

4,,2,0,

,232

222
0

21

22

yxRyxşix
y
uxxuCuD

undedxdy
y
u

y
u

x
u

x
uuI

y

 . 

 

 

 

5. Să se determine extremalele funcţionalei     I:D R, →

 

 

        a) 
[ ]

[ ] ( ) ( ){ }⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==∈=

== ∫∫
61,10 1,0

,3  legaturacu  ,'

1

1

0

1

0

2

yyCyD

undedxydxyyI
  . 

 

       b) 
[ ]

[ ] ( ) ( ){ }
.

00 ,0

 unde,1 sin legaturacu  ,'

1
00

2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==∈=

== ∫∫
ππ

ππ

yyCyD

dxxydxyyI
 . 
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CAPITOLUL VIII 
 

DISTRIBUŢII 
 

 

1. Spaţii de funcţii LP,K,S,ξ 

 

Fie  şi ( ) n
n21 Rx,....x,xx ∈= ( ) n

n21 R,...,, ∈ααα=α  având coordonatele 

  ,Nk ∈α }.,...,2,1{ nk ∈

Fie  o funcţie complexă de variabilă reală. Derivata 

parţială a funcţiei f se va nota:  

C)sau  R(   R:f n =ΓΓ→

,f
x....xx

fD
n21

n21

n21

...

x ααα

α++α+α
α

∂∂∂
∂

=  

unde  .... n21 α++α+α=α reprezintă ordinul de derivare al funcţiei f. În particular  

 .ffD0
x =

Definiţia 1. Numim suport al funcţiei f şi notăm supp mulţimea:  

(1)         ( ) }0,x{f supp ≠∈= xfRn   

adică închiderea mulţimii punctelor din Rn, unde funcţia f ia valori diferite de zero. 

Dacă supp f este mărginită, rezultă că supp f este o mulţime compactă. 

Au loc următoarele proprietăţi: 

(2)      
⎩
⎨
⎧

∩=⋅
∪=+

 g. supp  f supp g)(f supp
g supp  f suppg)(f supp

Definiţia 2. Spunem că funcţia este absolut integrabilă pe Rn dacă este finită 

integrala:  

(3)        ( )∫ nR
dxxf .     

Spaţiul LP. Fie p≥1 un număr real şi f o funcţie complexă definită pe 

mulţimea nR⊂Ω . 

Definiţia 3. Funcţia Γ→Ω:f  este p integrabilă pe nR⊂Ω  dacă integrala: 
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(4)          ( ) ∝+<∫
Ω

dxxf p . 

Mulţimea funcţiilor p integrabile pe Ω se va nota cu LP(Ω) şi se va numi 

spaţiul LP (Ω). LP(Ω) este un spaţiu vectorial peste Γ. 

Spaţiul K.  

Definiţia 4. Numim spaţiu K, mulţimea funcţiilor complexe , 

indefinit derivabile 

Γ→ϕ nR:

( )( )nRC∝∈ϕ  şi cu suport compact.  

Acesta este un spaţiu vectorial peste corpul Γ, elementul nul fiind funcţia 

 .R x ,0 n∈∀=ϕ

Exemplu. În spaţiul R funcţia:  

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<
=

−
−

a

aex
xa

a

a

xpentru ,0

xpentru  ,22

2

ϕ  de grafic şi   supp ( ) [ ]aax , a −=ϕ  

 

 

e-1

y

xa-a

 

 

 

 

 

Spaţiul K se înzestrează cu o structură de convergenţă. 

Definiţia 5. Şirul ( )( ) ( )n
Nii RKx ∈ϕ ∈   converge în spaţiul K către funcţia 

( ) ( ) RKx n∈ϕ  şi vom scrie ϕ→ϕi , dacă există o mulţime compactă  astfel 

încât  şi şirul 

nR⊂Ω

Ω⊂ϕi supp Ω⊂ϕ supp ( ) ϕ⎯→⎯ϕ u
i  împreună cu . ϕ⎯→⎯ϕ αα

x
u

ix DD

 

Spaţiul S 

Definiţia 6. Numim spaţiul S al funcţiilor temperate mulţimea funcţiilor 

complexe , indefinit derivabile, care pentru Γ→ϕ nR: →∝x  tind la zero mai 

repede decât orice putere a lui 1x − . 
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În particular S(R) avem de exemplu funcţia ( ) ,Rx,ex
2x ∈=ϕ −  cu supp ϕ=R. 

 

Spaţiul ξ. 

Definiţia 7. Numim spaţiu ξ mulţimea funcţiilor complexe  

indefinit derivabile şi cu suport oarecare. 

Γ→ϕ nR:

Exemplu: Funcţiile ϕ=1, ϕ=x2, ϕ=0 ∈ξ(R). 

Există relaţiile K ⊂ S ⊂ ξ ⊂ LP. 

Spaţiile vectoriale K,S, ξ înzestrate cu o structură de convergenţă se vor 

numi spaţii fundamentale, iar funcţiile dintr-un asemenea spaţiu, funcţii  

fundamentale. Un spaţiu fundamental se notează cu Φ. 

 

2. Spaţiul distribuţiilor. Operaţii cu distribuţii. Exemple. 

 

Fie ( ) ( )ΓΓ ,Y,,E  două spaţii vectoriale peste acelaşi corp de scalari Γ iar X⊂E 

un subspaţiu al lui E. Aplicaţia  se va numi operator. Operatorul T este 

un operator liniar dacă:  

YX:T →

( ) ( ) ( ) X.yx,  şi ba, ,ybTxaTbyaxT ∈∀Γ∈∀+=+  

O clasă particulară de operatori o formează funcţionalele. Astfel dacă Y=Γ 

atunci operatorul se va numi funcţională. Valoarea unei funcţionale în 

punctul x∈X se va nota T(x)=(T,x) (x∈R sau x∈C). Spunem că funcţionala T este 

liniară dacă satisface condiţia de liniaritate a unui operator.  

Γ→X:T

Definiţia 1. Numim distribuţie o funcţională liniară şi continuă definită pe 

un spaţiu fundamental Φ( K,S, ξ). 

În felul acesta fiecărei funcţii ϕ∈Φ i se asociază după o anumită lege un 

număr complex (f, ϕ) care satisface condiţiile: 

1)  ( ) ( ) ( ) Φ∈ϕϕ∀Γ∈αα∀ϕα+ϕα=ϕα+ϕα 212122112211 , şi  ,,f,f,f  

2)  ( ) ( ) Φ∈ϕϕϕ=ϕ⇒φ⎯→⎯ϕ Φ ,    ,,f,flim iii . 
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Condiţia 1) exprimă liniaritatea funcţionalei Γ→Φ:f , iar condiţia 2 

continuitatea funcţionalei. Convergenţa şirului ϕ i către ϕ se face în sensul 

convergenţei din spaţiul fundamental Φ. 

Mulţimea distribuţiilor pe Φ se notează cu Φ`. Astfel distribuţiile definite pe 

K se notează  K` şi se numesc distribuţii de ordin infinit, iar distribuţiile definite pe 

S se notează S` şi se numesc distribuţii temperate. În mulţimea distribuţiilor se 

defineşte operaţia de adunare şi înmulţire cu scalari astfel: 

A) ( ) ( ) ( )   şi  f,f  ,,f,f,ff 212121 Φ∈ϕ∀Φ′∈∀φ+φ=φ+  

B) ( ) ( ) Φ∈∀Φ′∈∀Γ∈∀= ϕαφαφα         ,,, şifff  

Definiţia 2. Fie distribuţia f ∈ Φ` şi şirul de distribuţii fi ∈ Φ`, i∈N. Spunem că 

şirul (fi) converge către distribuţia f şi vom scrie fflim ii
=

∞→
dacă şi numai dacă 

( ) ( )ϕϕ ,,lim ffii
=

∞→
Φ′∈∀, .  ϕ  

Aceasta înseamnă că şirul de distribuţii (fi) converge către distribuţia f, dacă 

şirul de numere complexe (fi, ϕ) converge către numărul complex (f, ϕ). Mulţimea 

distribuţiilor Φ` în care este definită adunarea, înmulţirea cu scalari şi o structură 

de convergenţă este un spaţiu vectorial  cu o convergenţă, numit spaţiul 

distribuţiilor Φ`. 

O clasă importantă de distribuţii sunt distribuţiile de tip funcţie sau 

distribuţiile regulate. Aceste distribuţii sunt generate de funcţii local integrabile 

( )∫
Ω

Ω∀∞<  ,dxxf mărginit.  

Astfel, dacă  este o funcţie local integrabilă pe Γ→nR:f nR , atunci 

funcţionala Γ→K:Tf , dată prin relaţia: 

(1)   ( ) ( ) ( )∫ ∈ϕϕ=ϕ
nR

f  ,K  ,dxxxf,T

este o distribuţie pe spaţiul K, numită distribuţie de tip funcţie. Pentru simplitate în 

loc de distribuţia  vom scrie f. fT

Exemplul 1. Distribuţia ( ) nR  x,x ∈δ , definită prin relaţia 

( ) ( )( ) ( ) ,  ,0x,x Φ∈ϕϕ=ϕδ  se numeşte distribuţia lui Dirac. Funcţionala ce o defineşte 
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este liniară şi continuă. Se mai spune că distribuţia lui Dirac este concentrată în 

originea.  reperului. 

Exemplul 2   Funcţia  dată prin: RR: →θ

( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

=θ
0  x,1
0  x,0

x  

se numeşte funcţia lui Heavyside. Această funcţie este local integrabilă deoarece 

 există. Ea generează o distribuţie de tip funcţie , avem: ( )∫θ
b

a

dxx θT

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,dxxdxxxx,x,T
b

a
∫ ∫
+∞

∞−
θ ϕ=ϕθ=ϕθ=ϕ  

unde [a,b] reprezintă suportul funcţiei fundametale K∈ϕ . Distribuţia generată de 

funcţia lui Heavyside se numeşte distribuţia lui Heavyside. 

Asupra distribuţiilor avem proprietăţiile: 

( ) ( ) ( ) ,
2

-x
2

-xsinx ,xxcosx  ,0xx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
δ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
δδ=δ=δ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )00 xx,xfx,xxf +ϕ=ϕ−  (translaţia) şi 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )x,xfx,xf −ϕ=ϕ−  (simetria); 

dacă f(x) este de o variabilă, omotetia se defineşte prin: 

( ) ( )( ) ( ) ( )Rf R, x0,a  ,
a
x,xf

a
1x,axf Φ′∈∈≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ=ϕ . 

În particular, pentru distribuţia lui Dirac: ( ) ( ) .0 ,1
≠= ax

a
ax δδ . 

Definiţia 3. Numim suport al unei distribuţii complementara reuniunii 

mulţimilor deschise pe care se anulează această distribuţie. 

Exemplu distribuţia lui Heavyside are suportul [0,∞), iar distribuţia lui Dirac 

are ca suport punctul x=0. 

Între K`,S`, ξ` avem: ξ` ⊂ S` ⊂ K`. 

Definiţia 4. Un şir de funcţii local integrabile ( ) Niif ∈  defineşte pe nR  este un 

şir reprezentativ Dirac dacă în spaţiul distribuţiilor K`, ( ) (xfxflim ii
=

∞→
). 
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3. Derivarea distribuţiilor. Produsul direct şi produsul de convoluţie. 

Proprietăţi. 

 

Derivata unei distribuţii constituie o generalizare a derivatei unei funcţii. 

Dacă  pentru orice funcţie fundamentală ( ),RCf 1∈ ( )RK∈ϕ  putem scrie: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

∞+ ϕ−ϕ=+=ϕ
∞−

dxxfx'xx'f dxxfx'fx,x'f ; 

cum supp ϕ este compact, rezultă că 0 =ϕ
∞±

 şi astfel relaţia precedentă devine:  

(1)      ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x',xfx,x'f ϕ−=ϕ  

care este formla de derivare a distribuţiilor. Analog derivata de ordin α 

(2)       ( ) ( ) ( ) ( ).RK ,D,f1,fD n∈ϕϕ−=ϕ ααα  

Dacă ( )3RKf ′∈  atunci: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

∂
∂

yzx
z,y,x,z,y,xf1z,y,x,

yzx
z,y,xf

2

3
3

2

3

. 

Pentru derivata distribuţiei lui Heavyside avem: 
( ) ( )x

dx
xd

δ=
θ  

ceea ce arată legătura dintre distribuţia lui Heavyside şi distribuţia lui Dirac 

concentrată în origine. Într-adevăr: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x,x0xdxx'x',xx,
dx

xd
00

ϕδ=ϕ=ϕ−=ϕ−=ϕθ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ
θ ∞∞

∫ . 

Fie f şi g două funcţii complexe definite respectiv pe nR  şi mR . 

Definiţia 1. Funcţia complexă  definită prin relaţia: 

 se numeşte produsul direct sau tensorial al funcţie f prin g şi 

se notează: 

Γ→×× mn RR:gf

( )( ) ( ) (ygxfy,xgf ⋅=× )

(3)     ( ) ( ) ( ) ( )ygxfygxf ⊗=× . 

Definiţia 2. Fie f şi g funcţii complexe, local integrabile pe nR . Funcţia 

, unde:  Γ→⊂∗ nRX:gf

(4)      ( )( ) ( ) ( ) n

R

RX   x,dttxgtfxgf
n

⊂∈−=∗ ∫  
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se numeşte produsul de convoluţie al funcţiilor f şi g. Se poate arăta ca produsul de 

convoluţie este asociativ şi ditributiv:  

( ) ( )    hgfhgf ,fggf ∗∗=∗∗∗=∗  

şi 

   ( ) ( ) ( )hfgfhgf ∗β+∗α=β+α∗  

Exemplu. Să calculăm θ(x)∗θ(x)sin x, unde θ(x) reprezintă funcţia lui 

Heavyside. Putem scrie: 

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

≥
<

=θ
≥
<

=θ
0 xsin x,
0 x,   0  

 xsinx   ,
0 x,1
0 x,0

x     

deci 

( ) ( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥θ

<
=θ∗θ ∫

x

0

0 x,dtt-x sint

0  x0,
 xsinxx . 

Pentru x ≥ 0 obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )xcos1x
0 x,xcos1

0x   ,0
xsinxx

:Deci xcos1txcosdttxsindttxsint
x

0

x

0

x

0

−θ=
⎩
⎨
⎧

≥−
<

=θ∗θ

−=−=−=−θ ∫∫
. 

Are loc proprietatea: 

Teorema (Titchmarsh). Fie ( )+∈ RCg,f . Dacă f*g=0, atunci f=0 sau g=0.  

Produsul de convoluţie definit pentru funcţiile local integrabile se poate 

generaliza pentru distribuţii: 

Definiţia 3. Fie distribuţiile ( ).RKg,f n′∈  Numim produs de convoluţie al 

distribuţiei f şi g distribuţia f*g, definită pe ( )nRK  prin relaţia: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) .R     ,yx,yg,xfyx,ygxfx,xgxf n∈ϕ∀+ϕ=+ϕ×=ϕ∗  

Distribuţia lui Dirac δ(x) reprezintă elementul unitate în raport cu produsul 

de convoluţie al distribuţiilor: ( )nRK′∈f , ( ) ( ) ( )xfxxf =δ∗ . 

 

4. Aplicaţii ale teoriei distribuţiilor. Reprezentarea unei forţe concentrate. 
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Fie  intensitatea forţei pe unitatea de lungime ce acţionează în punctul 

M(x) perpendicular pe bara AB (fig.1.). 

( )xfn

 

 

 

 

 

 A

y 

x 
⎟
⎠
⎞

⎝n
1
⎜
⎛  O B

M(x) 

2
n  

fn 

xo

yo

⎟
⎠
⎞

⎝
−

n
1

⎜
⎛  

F(o,-P) 

O 

y 

x 

 
Fig.2. 

 Fig.1. 

Intensitatea  are expresia: ( )xfn

( ) ( ) [ ]
[⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
=

 n
1,n

1-pentru x         ,0
n

1,n
1-pentru x ,2 Pn

xfn ] , n fiind număr natural, P>0. 

Sistemul de forţe uniform distribuit pe bară are ca rezultantă vectorul 

. Momentul rezultant )P,O(R −
r

oM
r

al acestor forţe în raport cu originea reperului este 

nul. În consecinţă, sistemul de forţe uniform distribuit pe bară este echivalentul cu 

vectorul rezultant R
r

a cărui mărime este P, adică aria dreptungiului din fig. 1. Pe de 

altă parte, când , intensitatea forţei distribuite ∞→n P)2/n(fn =  tinde la infinit, iar 

lungimea pe care acţionează tinde la zero. Mărimea rezultantei a forţelor este 

independentă de lungimea barei AB şi este egală cu P. Pentru obţinem o 

forţă concentrată 

R
r

∞→n

)P,O(F −
r

 aplicată în origine. Dar intensitatea a foţelor 

distribuite reprezintă un şir de funcţii ce nu are limită în sens obişnuit. Deci, nu 

putem scrie 

)x(fn

o
n y)x(flimF rr

= . Sirul ( ))x(fn  este un şir reprezentativ Dirac, adică  

. Deci forţa concentrată în origine (fig.2.) se poate scrie sub forma :  )x()x(flim n
n

δ=
∞→

o
n

n

oo
n

n
y)x(P)x(flimyPy)x(flimF)5( rrrr

δ⋅=⋅=⋅=
∞→∞→

  

Raţionamentul prezentat ne permite ca, în general, o forţă   

acţionând într-un punct să  fie reprezentată ca forţa uniform distribuită 

în tot spaţiul sub forma: 

)F,F,F(F zyx

r

),,( 000 zyxA
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)zz,yy,xx(F)z,y,x(q)6( ooo −−−δ=
rr  

unde  reprezintă sarcina distribuită, echivalentă cu acţiunea forţei  în punctul A. q
r F

r

 Conform expresiei (6) a forţei 

concentrate F
r

 (Fig. 3), direcţia, sensul şi 

mărimea forţei sunt caracterizate prin 

vectorul F
r

, iar punctul de aplicaţie prin 

distribuţia lui Dirac care are ca suport 

punctul . Pentru deducerea 

expresiei (6) este suficient să considerăm un 

şir reprezentativ Dirac în 

)z,y,x(A 000

3R , adică  pentru care : )z,y,x(fn

F
r

 

A(x0,y0,z0) 

O y 

z 

),,(),,(lim ooon
n

zzyyxxzyxf −−−=
∞→

δ  

În acest mod proiecţiile sarcinii echivalente q
r date de (6) au expresiile  

(7)  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−−==

−−−==

−−−==

∞→

∞→

∞→

),,(),,(lim

),,(),,(lim

),,(),,(lim

ooozzn
n

z

oooyyn
n

y

oooxxn
n

x

zzyyxxFFzyxfq

zzyyxxFFzyxfq

zzyyxxFFzyxfq

δ

δ

δ

 

5. Reprezentarea unui cuplu concentrat 

 

Fie )F,F(
rr

− un sistem de două forţe paralele, egale ca mărime şi de sensuri 

contrare  (fig.1).  

Acest ansamblu reprezintă în 

mecanica corpului rigid un cuplu şi 

este caracterizat printr-un vector liber 

M
r

, numit momentul cuplului. Braţul 

cuplului este distanţa d dintre liniile 

de acţiune a celor două forţe paralele, 

iar mărimea momentului este 

dFM ⋅= , unde FF
r

= .  

α 

ouFF rr
⋅=  

F
r

−  

O 

y 

A(-a,0) 
B(a,0) d 

x 

Fig.1. 
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Dacă ansamblul )F,F(
rr

− acţionează asupra unui solid deformabil, atunci cele 

două forţe  şi -  trebuie considerate ca forţe concentrate care nu se pot reprezenta 

prin vectori alunecători, aşa cum se procedează în cazul solidului rigid. Evident că 

în cazul solidelor deformabile nu putem să nu luăm în consideraţie punctele de 

aplicaţie A şi B ale celor două forţe paralele precum şi direcţia forţelor paralele. 

Notând cu versoul forţei paralel, forţelor -

F
r

F
r

our F
r

 şi F
r

 aplicate respectiv în punctle 

şi le corespund sarcinile distribuite: )0,a(A − )0,a(B

)0,ax(Fq)F(),0,ax(Fq)F()1( 21 −δ=→+δ−=→−
rrrrrr

 

Ansamblului de forţe )F,F(
rr

− îi corespunde sarcina echivalentă qr având expresia: 
o

21 u)]0,ax(F)0,ax(F[qqq)2( rrrrrr
−++δ−=+=  

Definiţia 1. Numim moment concentrat în origine, limita, în sensul teoriei 

distribuţiilor, a ansamblului de forţe concentrate )F,F(
rr

− , când braţul de pârghie 

, considerând versorul 0d → our al forţei F
r

 precum şi mărimea momentului 

constante. dFM ⋅=

Proprietate. Fie 0)x,F( o ≠=<α
rr

. Atunci expresia matematică a cuplului 

concentrat în origine, qlim
0d

r

→
, este: 

x
)y,x(

sin
Muqlim o

0d ∂
δ∂

⋅
α

⋅−=
→

rr  

Demonstraţie Fie o funcţie fundamentală. Atunci din figura 1, 

şi ţinând seama de relaţia (2) avem: 

)R(K)y,x( 2∈ϕ

α= sina2d

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
−ϕ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
ϕ=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
+δ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
−δ=ϕ

→

→→

0,
sin2
d0,

sin2
d

d
M

limu

,o,
sin2
dxo,

sin2
dx

d
M

limu),q(lim

0d

o

0d

o

0d

r

rr

 

Aplicând formula creşterilor finite expresiei din paranteză, obţinem: 

x
)0,(

limsin
uM),q(lim)4( d

0d

o

0d ∂
ξϕ∂

⋅
α

=ϕ
→→

r
r  

unde ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

αα
−∈ξ

sin2
d,

sin2
d

d . Când atunci şi 0d → 0d →ξ şi expresia (4) devine: 
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,)y,x(,
x

)y,x(
sin

Mu
x

)0,0(
sin

uM),q(lim)5( o
o

0d
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

∂
ϕ∂

⋅
α

−=
∂
ϕ∂

⋅
α

=ϕ
→

r
r

r  

de unde 

x
)y,x(

sin
Muqlim)6(

o

0d ∂
ϕ∂

⋅
α

−=
→

r
r  

Cu ajutorul acestor momente concentrate putem reprezenta alte sarcini 

concentrate cu o structură mai complexă. 

 

6. Calculul variaţional în distribuţii. Probleme discontinue. 

 

În scopul lărgirii cadrului de aplicabilitate a rezultatelor obţinute în calculul 

variaţional şi posibilităţii tratării unor probleme de calcul variaţional în care liniile 

admisibile prezintă discontinuităţi de speţa întâi, vom defini noţiunea de variaţie a 

unei funcţionale în spaţiul distribuţiilor. Fie funcţionala: 

dx)'y,y,x(F]y[I)1(
b

a
∫=  

unde . Mulţimea liniilor admisibile pentru funcţionala (1) este 

mulţimea de funcţii  

32 RD),D(CF ⊂∈

(2)  . }y)b(y,y)a(y|]b,a[Cy{ 21
1 ==∈=∆

 Variaţia de ordinul întâi a funcţionalei (1) are expresia : 

∫ η⋅+η⋅=ηδ=δ
b

a
'yy dx)'FF();y(II)3(  

unde  este o funcţie arbitrară, verificând condiţiile ]b,a[C1∈η 0)b()a( =η=η . În locul 

funcţiei putem considera o funcţie fundamentală η )(RK∈ϕ , având suportul inclus 

în intervalul [a,b], deci supp . În acest fel (3) devine: ]b,a[⊂ϕ

∫ ϕ+ϕ=ϕδ=δ
R

'yy dx)'FF();y(II)4( . 

Pe de altă parte, lagrangianul F se poate prelungi cu valori nule în afara 

domeniului lui de definiţie 3R⊂∆ , cu toate că acest lucru nu este absolut necesar, 

întrucât în (4) nu intervin decât valorile din 3R⊂∆ . 
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Analog, efectuăm o prelungire a liniei admisibile ∆∈y  în afara intervalului 

[a,b]  astfel încât să fie de clasă pe R, fapt ce este posibil oricând. Mulţimea 

funcţiilor fundamentale cu proprietatea supp 

2C

)R(K∈ϕ ]b,a[⊂ϕ  o vom nota cu 

К K⊂ . În felul acesta variaţia de ordinul întâi Iδ se poate scrie sub forma: 

)'F()F(),I();y(I)5( ,'y,y ϕ+ϕ=ϕδ=ϕδ  

ceea ce arată că variaţia de ordinul întâi este o distribuţie definită pe subspaţiul К 

K⊂  al funcţiilor indefinit derivabile cu suport în [a,b]. 

Lema fundamentală a calcului variaţional în cazul că liniile admisibile sunt 

distribuţii dinspaţiul este: )R('K

Lemă. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca distribuţia  să fie 

nulă pe [a,b] este ca pentru orice 

)R('Kf ∈

0))x(),x(f( =ϕ ∈ϕ ξ K⊂ , deci supp . ]b,a[⊂ϕ

Ţinând seama de regula de derivare în distribuţii, expresia (5) se poate scrie sub 

forma: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−ϕ=ϕδ ,F

dx
dF,F

dx
d),F(),I( 'yy'yy  

de unde pe baza lemei avem ecuaţia lui Euler în distribuţii: 

0F
dx
dF)6( 'yy =− , 

operaţiile de derivare fiind considerate în spaţiul distribuţiilor. 

Dacă în extremala are o discontinuitate de speţa I atunci linia extremală 

pe intervalele  verifică ecuaţiile : 

ox

]b,x(,)x,a[ 00

y'yx'y FF
dx
d~,F)F'yF(

dx
d~)7( ==−  

( d~  derivata în sens obişnuit), iar curba extermală trebuie să verifice în : ox

0)F(S,0)Fy'yF(S)8( 'yxx oo
==−  

(unde este saltul funcţiei în ). 
oxS ox

Condiţiile suplimentare (8) se numesc condiţiile Erdmann-Weierstrass. 

În concluzie, dacă o linie extremală are o discontinuitate de speţa întâi în 

punctul , atunci ea satisface ecuaţia lui Euler pe intervalele , )b,a(xo ∈ ]b,x(,)x,a[ 00
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iar în punctul de discontinuitate trebuie să verifice condiţiile Erdmann-

Weierstrass. 

ox

Exemplu. Fie funcţionala: 

∫= −
1
1

22 dx'yx]y[I)9(  

Se cere să se determine curba care să realizeze minimul 

funcţionalei (9) şi să treacă prin punctele A(-1,-1), B(1,1). 

]1,1[Cy 1 −∈

 

B(1,1) B’ 

A’ A(-1,-1) 

O 

y 
 

 

 

 
x 

 

 

 

Deoarece  rezultă că . Cum  inf , rezultă că 

valoarea minimă a funcţionalei este 

0'22 ≥= yxF 0]y[I ≥ 0]y[I =

0]y[I = . Aceasta implică  F = 0 , deci 0'y =  

adică y este constant. Aceasta este o funcţie de clasă , dar nu trece prin 

punctele A şi B. Prin urmare , funcţionala (9) nu î-şi atinge minimul în mulţimea 

liniilor admisibile de clasa . Vom căuta curbe netede pe porţiunea care să 

realizeze minimul funcţionalei. Deci problema nu are soluţie în clasa . Ecuaţia 

lui Euler corespunzătoare funcţionalei (9) este: 

]1,1[C1 −

]1,1[C1 −

1C

0)()10( '2 =yx
dx
d  

de unde se obţine : , ecuaţie considerată în  distribuţii. Soluţia acestei ecuaţii 

este distribuţia de tip funcţie: 

0'yx 2 =

⎩
⎨
⎧

≤−
>

=−θ=
0x,1
0x,1

1)x(2)x(y)11( . 

Derivând în sensul distribuţiilor avem: 

)x(2'y δ=  deci  ceea ce arată că (11) reprezintă soluţia ecuaţiei lui 

Euler în distribuţii. 

0)x(x2'yx 22 =δ=
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Prin urmare, curba ce realizează minimul funcţionalei este compusă din 

segmentele paralele cu axa Ox, AA’ şi BB’ ce trec prin punctele date A şi B. 

Punctul de discontinuitate a soluţiei (11) este 0xo = . În acest punct cele două 

condiţii Erdmann-Weierstrass sunt îndeplinite,  deoarece 

, 

0)'yx(S)F'yF(S 2
oo'yo =−=−

0|)'yx(,0|)'yx( oo
2

oo
22 =−=− +− 0'y =  pentru 0x ≠ . Analog . 

Problema formulată pentru funcţionala (9) a fost pusă de către K.Weiestrass. 

0)'yx2(S)F(S 2
o'yo ==

 

                                7. Probleme propuse 

 

1. Să se demonstreze că în avem: )R('K 2

|)x|at(a|)x|at(
t

−δ=−θ
∂
∂  . 

 

2. Fie şirul de funcţii Rx,))x(f( n ∈ , 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤≤−

≤≤−+

−<

=

n
1pentrux,0

n
1x0pentru,)nx1(n

0x
n
1pentru,)nx1(n

n
1xpentru,0

)x(fn  

 

Să se arate că  este un şir reprezentativ Dirac . ))x(f( n

 

3. Fie distribuţia: 

 

0,x
)(
)x()x(f 1 >α

αΓ
θ

= −α
α . 

 

Să se arate că . β+αβα = ff*f
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4. Considerăm operatorul: 

 

2
2

22

2

2

R)t,x(,
ttx

2
t

3 ∈
∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂
∂

=∆  

 

şi distribuţia  ),R('K)t,x(E 2∈

 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈≥−−+

<
= )|(,0)],3()([

4
1

0,0
, RKttxtx

t
txE θθθ  

 

fiind distribuţia lui Heavyside. Să se arate că : 

                           

                                    )t,x()t,x(E δ=∆ . 
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CAPITOLUL IX 
 

TEORIA PROBABILITĂŢILOR 
 

 

1. Câmp de evenimente. Câmp de probabilitate. Definiţia clasică a 

probabilităţii. Model generalizat al probabilităţii. Problema acului (Buffon). 

Definiţia axiomatică a probabilităţii după  A. N. Kolmogorov. 

 

În calculul probabilităţilor prin experienţă se înţelege orice act ce poate fi 

repetat în condiţiile date. Prin eveniment se înţelege orice situaţie, legată de o 

experienţă despre care putem spune că s-a realizat sau nu în urma efectuării 

experienţei. 

Astfel, considerăm experienţa aruncării unui zar. Rezultatul experienţei este 

apariţia uneia dintre cele şase feţe cu numerele 1,2,3,4,5,6. În acest caz, actul 

aruncării zarului constituie experienţa. Un eveniment al acestei experienţe poate fi 

considerat, de exemplu, apariţia feţei cu cifra 3. 

Fiecărei experienţe i se asociează două evenimente speciale, numite 

evenimentul sigur, notat cu E, şi evenimentul imposibil, notat cu Φ. 

Definiţia 1. Numim eveniment sigur E acel eveniment care se realizează 

întodeauna la fiecare efectuare a experienţei. Prin evenimentul imposibil Φ se 

înţelege evenimentul care nu se produce la nici o efectuare a experienţei. 

Definiţia 2. Numim sistem de evenimente într-o experienţă dată mulţimea de 

evenimente ce pot apărea în acea experienţă. 

Fie A un eveniment legat de o experienţă dată. Numim contrarul (opusul sau 

complementarul) evenimentului A evenimentul notat Ā, care constă în nerealizarea 

evenimentului A.                                                       

Conform celor de mai sus avem:  Ē = Φ  şi  Φ = E. 
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Dacă odată cu evenimentul A se realizează şi evenimentul B, atunci vom 

spune că A implică B şi vom scrie A ⊂ B. 

Exemplu : În experienţa aruncării cu zarul: 

(1) ⊂ (1,5) ; (2,3) ⊂ (2,3,4,5). 

Avem următoarele proprietăţi evidente: 

A ⊂ A , A ⊂ E ; dacă  A ⊂ B şi B ⊂ C atunci A ⊂ C (tranzitivitatea). Dacă 

A ⊂ B şi B ⊂ A, cele două evenimente se numesc echivalente şi se scrie A = B.  

Dacă A şi B sunt două evenimente din acelaşi sistem, atunci evenimentul 

care constă în apariţia fie a evenimentului A, fie a evenimentului B se numeşte 

reuniunea evenimentelor A şi B şi se notează A U B. 

Evenimentul care constă în realizarea simultană a ambelor evenimente se 

numeşte evenimentul “ A şi B” sau intersecţia evenimentelor A, B notat A ∩ B.  

Avem: A ∩ E = A , A ∩ Φ = Φ. Operaţiile “U” şi “∩”  sunt comutative, asociative, 

iar “∩” este distributivă faţă de “U”.  

Are loc şi proprietatea Ā = CE A = E \ A. 

Fie A şi B evenimente ale sistemului S. A şi B sunt evenimente compatibile, 

dacă acestea se produc simultan: A ∩ B ≠ Φ. Evenimentele A şi B se numesc 

evenimente incompatibile (sau disjuncte) dacă ele nu se pot realiza simultan: A ∩ 

B ≠ Φ. 

Definiţia 3. Două evenimente din acelaşi sistem de evenimente se numesc 

independente , dacă realizarea unuia nu depinde de realizarea celuilalt. 

Definiţia 4. Două evenimente se numesc dependente dacă producerea unui 

eveniment are loc numai dacă celălalt eveniment se produce. 

Exemplu. A= (2,3,6), B= (2,4) sunt evenimente dependente în aruncarea 

zarului şi compatibile; A= (2,4,6) şi C= (1,5) sunt evenimente independente şi 

incompatibile. 

Definiţia 5. O mulţime F se numeşte câmp de evenimente dacă sunt 

îndeplinite următoarele condiţii: 

a) E ∈F , E fiind evenimentul sigur; 

b) Oricare ar fi evenimentul A din F, contrariul său Ā se găseşte în F; 
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c) Dacă A,B ∈F  atunci A U B ∈F . 

d) În cazul că  F conţine o infinitate de evenimente ∈A i  F atunci   

A i  F. U
i

∞

=1
∈

Se spune că  F este un câmp finit sau infinit după cum F conţine un număr 

finit sau o infinitate de evenimente distincte. 

Din definiţia câmpului de evenimente rezultă proprietăţile: 

1) Φ ∈ F (Φ = E
_

 şi  se aplică b) ); 

2)  A, B ∈ F A ∩ B ∀ ⇒ ∈ F; 

3)  A, B ∈ F  B \ A ∈ F. ∀ ⇒

cu A B ⊂

Fie A un eveniment corespunzător unei experienţe. Repetând experienţa de n 

ori în condiţii identice, să presupunem că evenimentul A s-a produs de a ori. 

 Definiţia 6.  Numim frecvenţă relativă a evenimentului A numărul f n
=

n
a . 

Numărul a se numeşte frecvenţă absolută. 

 Numărul în jurul căruia se grupează frecvenţele relative se numeşte 

probabilitatea de apariţie a evenimentului A şi se notează P(A). 

 Definiţia 7. (definiţia clasică a probabilităţii). 

 Probabilitatea realizării unui eveniment este dată de raportul dintre numărul 

cazurilor favorabile şi numărul cazurilor egal posibile. 

 Această definiţie este satisfăcătoare numai în cazul câmpurilor finite de 

evenimente. 

 Se poate generaliza prezentarea modelului de calcul al probabilităţilor  P(A), 

la mulţimile continue (sau numărabile). 

 În acest sens mărimilor continue ca: lungime, arie, volum, greutate, timp etc. 

li se asociază o funcţie m(X) – numită măsură – care se bucură de următoarele 

proprietăţii: 

a) m(X)  0 ≥
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b) m( ) = 0 Φ

c) dacă { , } este un sistem de mulţimi disjuncte atunci X k
},...,2,1{ nk ∈

 m = . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= k
XU

n

k 1
)(

1
kX

n

k
m∑

=

Dacă notăm cu m(X) măsura mulţimii asociate evenimentului X şi cu  m(E) 

măsura mulţimii asociate evenimentului sigur E, atunci: 

(1) P(X) =
)(
)(

Em
Xm  

Formula (1) poate fi aplicată atât în cazul câmpurilor finite cât şi infinite de 

evenimente, discrete sau continue. Măsurile evenimentelor se adoptă în funcţie de 

natura evenimentelor. Astfel, dacă evenimentele pot fi puse în corespondenţă cu 

imagini geometrice ca segmente, figuri plane sau spaţiale, atunci ca măsuri ale 

evenimentelor se pot lua lungimi, arii, volume. 

 Exemplu . Problema acului (Buffon*). Pe un plan orizontal sunt trasate 

dreptele paralele  la aceeaşi distanţă (2d) (figura):        ∆

 
∆

 
2d 

∆
 

2d  
∆ 

 
2d 

 
∆

 

 

Se aruncă în plan un ac AB de lungime 2l, l ≤ d. Să se determine 

probabilitatea ca acul să întâlnească una din dreptele paralele. 

 

 

 *Georges- Louis Leclerc, Compte le Buffon (1707-1788). Celebru om de ştiinţă francez 

şi în acelaşi timp mare scriitor. 
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Poziţia acului AB în planul dreptelor ∆  constituie un eveniment întâmplător, 

care este dată de doi parametrii, care, de asemenea în experienţa făcută, au valori 

întâmplătoare. Pentru fixarea parametrilor care determină poziţia acului AB în 

plan, considerând mijlocul M al lui AB, constatăm că distanţa x a lui M de cea mai 

apropriată dreaptă ∆  şi unghiul α pe care îl face cu dreapta (figura de mai jos) 

determină complet poziţia acului: deci x şi α pot fi considerate drept parametri. 

∆

 

 (∆)

  

 B
M 

 

 

 

Valorile posibile ale acestor parametri sunt date de sistemul de inegalităţi: 

(2)            0 ≤  x  d     ;           0 ≤ ≤  α π≤ . 

 Astfel interpretat, evenimentul sigur Ε  îi corespunde mulţimea punctelor din 

planul 0 α  x de coordonate (α ,x) corespunzător sistemului de inegalităţi (2), adică 

evenimentului sigur îi corespunde dreptunghiul de laturi π şi d (figura de mai jos): 

           

           

Evenimentul X cerut de 

experienţă, adică AB să 

întâlnească pe  are loc când 

MD 

∆

≤  MC adică 
(3)    x   l sin ≤ α . 

                     

 

          

A

x

C
D

(∆)

x 

d x 

α
o π 

X
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 Astfel interpretat, evenimentul X, îi corespunde în planul 0α x  mulţimea 

punctelor (α ,x) care satisfac inecuaţia (3), această mulţime reprezentând aria 

primei bucle a sinusoidei (figura de mai sus). 

 Mulţimile E şi X au drept măsură ariile corespunzătoare, adică avem: 

m (E) = π d , m (X) =  d ∫
π

α
0

sinl α  = 2l. 

Rezultă: 

P(X) =
)(
)(

Em
xm = 

d
l

π
2 . 

 O definiţie simplă, corectă şi corespunzătoare este cea dată de 

A.N.Kolmogorov* în 1931. 

 Definiţia 8. (Definiţia axiomatică a probabilităţii după A.N.Kolmogorov*). 

Fie  un câmp finit sau infinit de evenimente. Numim probabilitate pe câmpul ℑ ℑ  

aplicaţia P: R verificând următoarele condiţii: ℑ →

1)  A ∈  , P(A)  0; ∀ ℑ ≥

2) P(E) = 1; 

3) A, B ∈ ∀ ℑ ,  A B = Φ , P(A ∪  B) = P(B) +  P(B); ∩

4) dacă ℑ  este un câmp infinit, atunci ∀ iA ∈ ℑ , iA ∩ jA  = Φ, i j, avem  ≠

P( ) = ). 
Ni

iUA
∈

∑
∞

=1
(

i
iAP

Din definiţia 8 a probabilităţii rezultă următoarele consecinţe: 
o1     P (Φ) = 0; 
o2    A  ∈ ∀ ℑ  ⇒  0 P(A) ≤ ≤  1 şi P ( A ) = 1- P(A); 
o3    ∀ A , B ∈ ℑ , A⊂ B  P(A) ⇒ ≤  P(B); 

o4     ∈  (i= 1,2,…,n) şi ∀ iA ℑ iA jA∩ = Φ (i ≠ j), avem:    P(U ) = . 
n

i 1=
iA ∑

=

n

i
iAP

1
)(

 

 

 
∗ A.N.Kolmogorov (n.1903) matematician rus, pionierul axiomatizării calculului probabilităţilor, 

făcută în 1929. 
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2. Probabilităţi condiţionate 

 

Fie A şi B două evenimente aparţinând câmpului ℑ . Dacă evenimentele sunt 

dependente rezultă că probabilitatea unuia din evenimente depinde de faptul că 

celălalt eveniment s-a realizat. 
 Definiţie. Se numeşte 

probabilitate condiţionată a 

evenimentului B de către 

evenimentul A şi se notează 

(B/A)= (B), probabilitatea 

evenimentuli B calculată în 

ipoteza că evenimentul A s-a 

realizat. În mod analog 

P(A/B)= (A), este  

AP

BP

probabilitatea condiţionată a evenimentului A de către evenimentul B. 

Constituind evenimentul produs A∩ B (figura), se constată că evenimentul 

dependent B/A este realizat de evenimentul A∩ B raportat la evenimentul A (ca 

eveniment sigur), iar evenimentul  dependent A/B este realizat de evenimentul 

A∩ B raportat la evenimentul B (ca eveniment sigur).         

Notând cu m(X) măsura corespunzătoare evenimentului X , putem scrie : 

  

).(
)(

)/()/();(
)(

)()/( AP
Bm

BAmBAPBP
Am

BAmABP BA ===
∩

=  

 Observăm că : 

,

)(
)(
)(

)(

)(
)(

Em
Am
Em

BAm

Am
BAm

∩

=
∩ adică  .

)(
)()(

AP
BAPBPA

∩
=  

 Deasemenea putem scrie : .
)(

)()(
BP

BAPAPB
∩

=  Din ultimile două relaţii rezultă: 

 

A

B 

E

A∩Β 
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⎩
⎨
⎧

⋅
⋅

=∩
)()(
)()(

)(
APBP
BPAP

BAP
B

A  , 

adică probabilitatea producerii simultane a două evenimente dependente este egală 

cu produsul dintre probabilitatea unuia din evenimente şi probabilitatea 

condiţionată a celuilalt eveniment, în ipoteza că primul eveniment a avut loc. 

 

3. Probabilitatea evenimentelor rezultate din operaţii cu evenimente. 

 

3.1. Reuniunea evenimentelor compatibile. 

Pentru două evenimente compatibile A şi B, măsurile mulţimilor asociate 

satisfac relaţia 

m(A B) = m(A) + m(B) – m(A∪ ∩ B) 

care prin împărţirea cu m(E), se scrie: 

)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)(

Em
BAm

Em
Bm

Em
Am

Em
BAm ∩

−+=
∪  

adică 

(1)       P(A B) = P(A) +P(B) – P(A∪ ∩ B). 

Formula (1) dă regula de calcul a probabilităţii evenimentului reuniune, a 

două evenimente compatibile. Rezultatul precedent se generalizează prin inducţie 

obţinându-se formula: 

(2)     =  
n

k
P

1
(

=
U )kA ∑ ∑

=
≠

=
=

− ∩⋅−++∩−
n

k

n

ji
ji

k

n

k

n
jik APAAPAP

1 1, 1

1 ),()1(...)()(

numită formula lui Poincare*. 

 

3.2. Intersecţia evenimentelor dependente şi independente. 

 Fie  evenimente dependente. Are loc formula: nAAA ,...,, 21

(3) P( ) = P( . K

n

K
A

1=
∩ )()...() 1

1

1 21 n
A

A APAPA
K

n

K

−

=
∩

⋅

 
∗ H.Poincare (1854-1912)- matematician francez (lucrări: analiză, mecanică, fizică matematică, 
probabilităţi). 
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Dacă  sunt evenimente independente atunci are loc formula: nAAA ,...,, 21

(4)       P( ) = k

n

k
A

1=
∩ )()...()( 21 nAPAPAP ⋅ . 

Altă fomulă de calcul a probabilităţii reuniunii de evenimente. 

Fie sistemul de evenimente compatibile şi independente , . Are 

loc formula: 

k
A },...,2,1{ nk ∈

(5)       . [ ])(11)(1)(
111 k

n

k
k

n

kk

n

k
APAPAUP −∏−=∩−=

===

 

3.3. Inegalitatea lui Boole*. Exemplu. 

Fie  },...,2,1{, nkA
k

∈ℑ∈ , un sistem de evenimente despre care nu ştim dacă 

sunt independente sau dependente. În acest caz, se poate scrie o inegalitate 

care limitează inferior probabilitatea evenimentului produs. Din (1), 

deoarece  0  obţinem: ,1)( ≤∪≤ BAP

(6) 1)()(( −+≥∩ BPAPBAP  

sau în general: 

(7) . ∑
==

−−≥
n

k
kk

n

k
nAPAP

11
)1()()(I

Relaţia (7) constituie inegalitatea lui Boole şi dă o margine inferioară a 

probabilităţii evenimentului intersecţie când nu se cunoaşte dacă evenimentele sunt 

dependente sau independente.   

 Exemplu  Să presupunem că un complex turistic (o bancă; o piaţă de 

desfacere etc.) pentru a corespunde cerinţelor de a fi competitiv (vis a vis de 

necesităţile cerute de turişti etc.), trebuie să îndeplinească condiţiile (conform 

cerinţelor) A (să aibă de exemplu bazine de înot etc.), B (cabinete medicale de 

tipul a), b),…), C (să aibă restaurant unde se pot servi mese cu meniuri la alegere 

a), b),…), D (în camere să existe: televizor, program pe satelit , frigider, etc.). 

Ştiind    că   86%   din   componentele  complexului  îndeplinesc  condiţia  A,  92%  

 
• G.Boole (1815-1864), matematician englez. A folosit pentru prima dată o algebră constituită pe 

principii logice. 

 238



condiţia B, 95% condiţia C, 82% condiţia D. În  ipoteza că o societate de turism 

efectuează excursii la diverse complexe, solicită 500 lei în cazul în care sunt oferite 

la maximum cerinţele A, B, …; să se afle care este suma minimă ce  poate fi 

solicitată  de societate de la turist, în cazul când efectuează o excursie la complexul 

turistic de mai sus? 

      Complexul corespunde “stasului” dacă se realizează evenimentul  

X = . DCBA III

Aplicând inegalitatea lui Boole obţinem: 

55,0)(
,55,0355,3382,095,092,086,03)()()()()(

≥
=−=++++=−+++≥

XP
DPCPBPAPXP  

 Suma  minimă ce va putea fi solicitată: 270,5 lei. 

 

3.4. Formula probabilităţii totale. Formula lui Bayes*. Exemplu. 

 Fie ℑ  un câmp de evenimente şi S= ( …,  un sistem complet de 

evenimente ale lui 

,, 21 AA )nA

ℑ , precum şi evenimentul X ℑ∈  care se realizează când unul 

din evenimentele  se realizează. Cunoscând probabilităţile condiţionate kA

n,1kXP
KA ),( =  se cere să se determine probabilitatea evenimentului X, adică P(X). 

 Evident are loc relaţia: 

X= ( ),...()() 21 XAXAXA n ∩∪∩∪∩  

iar incompatibilitatea evenimentelor  antrenează şi incompatibilitatea 

evenimentelor 

kA

XAk ∩ . Probabilitatea evenimentului X, folosind calculul 

probabilităţii reuniunii evenimentelor incompatibile, precum şi probabilitatea 

evenimentelor condiţionate este: 

(8)      P(X) =  ∑ ∑
= =

⋅=∩
n

k

n

k
Akk XPAPXAP

K
1 1

),()()(

rezultat numit formula probabilităţii totale, permiţând determinarea probabilităţii 

evenimentului X dacă sunt cunoscute a priori probabilităţile P şi a posteriori 

probabilităţile  

)( KA

}.,...,2,1{),( nkXP
KA ∈
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• Thomas Bayes (n.1763) matematician englez. S-a ocupat de probabilitatea a posteriori. 
 Punând problema de a determina probabilitatea a posteori a evenimentului 

 în ipoteza realizării evenimentului X, adică  pornind de la identitatea: KA ),( kX AP

),()()()()( kXAkk APXPXPAPXAP
K

⋅=⋅=∩  

din relaţia de mai sus şi egalitatea (8), obţinem: 

(9) 
∑

=

⋅
=

⋅
= n

i
A

AkAk
kX

XP

XPAP
XP

XPAP
AP

i

KK

1
)(

)()(
)(

)()(
)( . 

Exemplu. Un magazin cumpără acelaşi produs de la trei fabrici  în 

cantităţi proporţionale cu  numerele 3; 2; 5. Se cunosc proporţiile respective ale 

produselor cu defecte a fiecărei fabrici: 1%; 2,5%; 2%. O cantitate de produse în 

valoare de 6.300 lei care a fost cumpărată este restituită în baza contractului de 

garanţie, ca având defecte ce o fac de neîntrebuinţat, iar suma respectivă restituită 

cumpărătorului. 

321 ,, FFF

 Ce sume trebuie imputate fiecărei fabrici, dacă nu se ştie de la ce fabrică s-a 

cumpărat produsul restituit? 

 Soluţie. Evident, sumele de bani imputate fabricilor  , ( i = 1,2,3) nu pot fi 

decât proporţionale cu probabilităţile ca marfa restituită să provină de la fabrica 

respectivă. 

iF

 Să calculăm aceste probabilităţi. Notăm cu  evenimentul ca marfa să fie de 

la fabrica , i = 1,2,3 şi cu X evenimentul ca marfa să fie defectă. Avem 

următoarele evenimente: X/ , marfa defectă care aparţine fabricii , 

probabilitatea corespunzătoare, fiind , marfa care aparţine fabricii  

este defectă, probabilitatea corespunzătoare, fiind . Aplicând formula lui 

Bayes avem: 

iA

iF

KA KF

XAXP KAK
/);( KF

)( KX AP

∑
=

⋅
== 3

1
)()(

)()(
)(

i
Ai

Ak
kXk

XPAP

XPAP
APp

i

K  , }.3,2,1{∈k  

Din datele problemei rezultă: 

 240



;5,0
10
5)(;2,0

10
2)(;3,0

10
3)( 321 ====== APAPAP  

.02,0)(;025,0)(;01,0)(
321

=== XPXPXP AAA  

Formula precedentă ne dă: 

,
6
1

1 =p    ,
18
5

2 =p    
9
5

3 =p . 

Sumele imputate vor fi , i = 1,2,3, care satisfac relaţiile: is

9
5

18
5

6
1

321 sss
==   sau  

18
300.6

1053
321 ===

sss  

Se obţine: = 1.050 lei ; = 1.750 lei şi = 3.500 lei. 1s 2s 3s

  

4. Scheme probabilistice clasice. 

 

4.1 Schema urnei cu bile nerevenite. Exemplu. 

 Să considerăm o urnă care conţine N bile de aceeaşi mărime, dintre care a 

sunt albe şi b sunt negre. Din urnă se extrag succesiv n bile fără a se pune bila 

extrasă înapoi. Să se determine probabilitatea ca din cele n bile extrase, α să fie 

albe şi β negre. Evenimentul sigur E constă în formarea tuturor grupelor posibile 

cu cele N bile luate câte n, ele diferind prin natura bilelor. Mulţimea respectivă 

conţine elemente (cazuri egal posibile). Pentru a determina numărul cazurilor 

favorabile producerii evenimentului dorit vom asocia fiecărei grupe care conţine α 

bile albe (în total 

n
NC

α
aC grupe) cu fiecare grupă care conţine β bile negre (în total 

β
bC grupe) obţinând α

aC . β
bC  cazuri favorabile. Folosind definiţia clasică a 

probabilităţii avem: 

(1) ( )
n
NC

β
bCα

aC
β,αnP

⋅
= ,          în care a+b=N şi α+ β=n. 
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Generalizarea problemei presupune că în urnă sunt ak  bile de culoare k, 

k . Se extrag n bile. Care este probabilitatea ca x},...,2,1{ s∈ k bile să fi de culoarea k ? 

Avem: 

(2)       ( )
n
NC

sx

saC...2x

2aC1x

1aC

...,,2x,1xnP

⋅

=nx  

unde 

∑
=

=
s

1k
Nka  şi ∑

=
=

s

1k
nkx .   

Exemplu. Într-o grupă din anul I sunt 30 de studenţi, dintre care 18 băieţi şi 

12 fete. Care este probabilitatea ca din 10 studenţi ai grupei care vor pleca într-o 

excursie pe Litoral, 6 să fie băieţi şi 4 fete? 

 Soluţie. Aplicând formula (1) avem:  

0,91
2329

9417
10
30C

4
12C6

18C
p ≅

⋅
⋅⋅

=
⋅

=  

sau 91%. 

 

4.2. Schema urnei cu bile revenite. Exemplu 

 Fie o urnă conţinând bile albe şi negre. Notăm cu A evenimentul scoaterii 

unei bile albe, de probabilitate P(A)=p. Scoaterea unei bile negre reprezintă 

evenimentul contrar lui A, de probabilitate p-1q)AP( == . Se fac n extrageri 

succesive, introducându-se de fiecare dată în urmă bila extrasă. Aceasta face ca p 

să fie constant tot timpul experienţei. Să se determine probabilitatea Pn(x) ca x bile 

din cele n extrase să fie albe. 

 Fie  

44 344 214434421
orixnde

Aşi...şiAşiAşi
orixde

Aşi...şiAşiA
−

 

 O succesiune în care evenimentul A apare de x ori iar A  de n-x ori. 

Probabilitatea unei astfel de succesiuni de evenimente independente este: 
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( ) ( ) xnqxp
orixnde

A...AA
orixde

A...AAP −⋅=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

∩∩∩∩∩∩
44 344 2144 344 21

 

 Numărul succesiunilor distincte în care A apare de x ori şi A  de (n-x) ori 

este evident . x
nC

 Probabilitatea Pn(x) este dată de probabilitatea acestor succesiuni distincte. 

Cum aceste succesiuni sunt incompatibile şi echiprobabile, avem: 

(3)      xnqxpx
nC(x)nP −⋅⋅=   . 

Exemplu. Din datele statistice probabilitatea evenimentului naşterii  

unei fete este p=p(F)=0,51, iar a evenimentului naşterii unui băiat este 

q=P(B)=0,49. Care este probabilitatea ca într-o familie cu 7 copii, 5 să fie fete? 

Soluţie. Aplicând formula (3) avem: 

.17,020,4950,515
7C(5)7P =⋅⋅=  

 Observaţie. Se observă că probabilitatea Pn(x) din (3) este dată de 

coeficientul lui tx din dezvoltarea binomului: 

( ) ∑
=

⋅−⋅⋅=+
n

0x
xtxnqxpx

nCnqpt . 

 Pentru aceasta se mai spune că probabilitatea respectivă reprezintă o lege 

binominală. 

 Generalizare. Dacă o urnă conţine bile de culoare k (k=1,2, … ,s) şi se fac n 

extrageri succesive, punând de fiecare dată bila scoasă înapoi, cunoscând că 

probabilitatea scoaterii bilei de culoare k este pk, se dovedeşte, că probabilitatea 

evenimentului ca din cele n bile extrase, xk să fie de culoare k, k=1,2, … ,s este: 

(4)       ( ) sx
sp...2x

2p1x
1p

!k...x!2x!1x
n!

sx,...,2x,1xnP ⋅=  

unde ∑
=

=∑
=

=≥
s

1k
1kp

s

1k
n,kx0,sx , iar probabilitatea respectivă defineşte o lege 

multinominală. 

Observaţie. Cele două scheme probabilistice, date de urna cu bile revenite şi 

de urna cu bile nerevenite, reprezintă în practică două tipuri de selecţii, selecţie 
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repetată, respectiv, selecţie nerepetată, obţinute prin sondaj non-exhaustiv, 

respectiv sondaj exhaustiv. 

 

4.3. Schema urnelor Poisson*. Exemplu 

Schema lui Poisson constă în a considera n urne Uk, k=1,2, … ,n neidentice, 

ceea ce revine a considera pentru fiecare eveniment A realizat din urna Uk, 

probabilităţile diferite pk=P(A/Uk), k },...,2,1{ n∈ . 

Probabilitatea ca evenimentul A să se realizeze în cele n extracţii (de 

scoaterea a unei bile din fiecare urnă) de x ori, şi A  de n-x ori este dată de 

coeficientul lui tx din dezvoltarea polinomului  

)nqtnp(...)22()11(Q(t) +++= qtpqtp . 

 Exemplu. O urnă conţine 5 bile albe şi trei negre, o altă urnă şase albe şi 

două negre şi a treia, şapte albe şi una neagră.  

 Se extrage câte o bilă din fiecare urnă.Să se determine probabilitatea ca două 

bile să fie albe şi una neagră.  

Soluţie. Aplicând schema lui Poisson găsim că probabilitatea de a extrage 

două bile albe şi una neagră este dată de coeficientul lui t2 din produsul: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

8

1
t

8

7

8

2
t

8

6

8

3
t

8

5
Q(t) . 

Aşadar : 

38

126
38

70
38

30p ++=  sau  0,44p ≅ . 

 

5. Variabile aleatoare. 

 

5.1. Introducere. Variabile aleatoare. Distribuţia unei variabile aleatoare. 

 Studiul evenimentelor aleatoare şi chiar al probabilităţilor respective, a 

prezenatat cu deosebire caracteristca calitativă a experienţelor ce conduc la 

realizarea lor. Dar fenomenele sau proprietăţile ce generează experienţele pot fi 

atât cantitative cât şi calitative. În viaţa de toate zilele întâlnim la tot pasul măsuri 
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care se schimbă sub influenţa unor factori întâmplători. Aşa sunt de exemplu: 

numărul de zile dintr-un an în care cade ploaia, numărul de puncte care apare în 

aruncarea unui zar, masa unui bob de grâu luată dintr-o anumită recoltă, cererea 

unui produs într-o unitate de timp (zi, lună, etc.), valoarea vânzărilor unui magazin 

pe unitatea de timp, numărul pacienţilor care solicită serviciul unei policlinici etc. 

măsurile care se iau la întâmplare sunt legate de anumite experienţe aleatoare. O 

astfel de mărime legată de experienţa aleatoare şi care ia valori la întâmplare, în 

funcţie de rezultatele experienţei, se numeşte variabilă aleatoare (stochastică). 

 Fie S=(E1, E2, … , En ) un sistem complet de evenimente ale câmpului finit 

F. Evenimentele Ei sunt elementare şi într-o experienţă apare unul singur. Aceste 

evenimente verifică condiţiile: . Notăm pji,jEiE,iE
n

1i
UE ≠Φ=∩
=

= i = P(Ei); 

evident . Putem enunţa: ∑
=

=
n

1i
1ip

Definiţia 1. Se numeşte variabilă aleatoare aplicaţiaX: S→ R. Valoarea 

variabilei X corespunzătoare evenimentului Ei∈S se va nota X(Ei)=xi cu 

probabilitatea P(X=xi)=pi. 

 Variabilele aleatoare se clasifică după mulţimile pe care sunt definite. Astfel 

avem: 

- variabilă aleatoare discretă definită pe o mulţime cel mult numărabilă de 

evenimente; 

- variabilă aleatoare continuă definită pe o mulţime continuă. 

O variabilă aleatoare discretă o vom nota: 

(1)         sau 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

np,...,2p,1p
nx,...,2x,1x

:X n1,i,
ip
ix

:X =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
 

unde în primul rând al tabloului am trecut valorile posibile ale variabilei şi sub 

fiecare valoare probabilitatea cu care X ia această valoare. Tabloul (1) defineşte 

distribuţia sau repartiţia variabilei X. 

 O variabilă aleatoare continuă o vom nota: 

(2)        [ ]ba,x,
(x)

x
:X ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
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unde: ϕ(x) se numeşte densitate de probabilitate şi are proprietăţile: 

( ) [ ] ( )∫ =∈≥
b

a
1dxxşiba,x0,x ϕϕ . 

Exemplu: (variabilă aleatoare discretă). Fie Ei, 1,6i =  Ei=(i), 1,6i = , 

evenimentul care constă în apariţia feţei cu i puncte la o anumită aruncare; 
6
1

ip = , 

1,6i =  iar distribuţia va fi: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

6

1
,

6

1
,

6

1
,

6

1
,

6

1
,

6

1
6,5,4,3,21,

:X . 

Deoarece 
6
1

6p...2p1p === , spunem că X are o distribuţie uniformă. 

 

5.2. Operaţii cu variabile aleatoare 

Fie X şi Y două variabile aleatoare definite respectiv pe sistemele complete 

de evenimente S1 şi S2 ale aceluiaşi câmp ℑ şi având repartiţiile: 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

np,...,2p,1p
nx,...,2x,1x

:X ,  
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

mq,...,2q,1q
my,...,2y,1y

:Y

Definiţii. 

10. Prin produsul dintre constanta k∈R şi variabila aleatoare X se înţelege o 

nouă variabilă aleatoare kX şi având repartiţia: 

(3)  
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

np,...,2p,1p
nkx,...,2x,1kx

:Xk
k

20 Se numeşte sumă a variabilelor aleatoare X şi Y variabila aleatoare 

Z=X+Y, având repartiţia: 

(4)        m1,j,n1,i,
ijp   

jyix
:YX ==

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ +
+  

unde pij reprezintă probabilitatea realizării simultane a evenimentelor X=xi şi Y=yj, 

adică pij=P(X=xI şi Y=yj). 

Are loc: 
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Proprietatea. Dacă pi=p(Ai), Ai∈S1 şi qj=P(Bj), Bj∈S2, atunci pij=P(Ai∩Bj) 

şi au loc relaţiile ∑
=

∑
=

==∑
=

∑
=

=
n

1i

m

1j ipijp,jqijp
n

1i

m

1j
,1ijp . 

 30 Numim produs al variabilelor aleatoare X şi Y variabila aleatoare Z=X Y 

având repartiţia: 

 (5)                    m1,j,n1,i,
ijp   

jyix
:YX ==

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ ⋅
⋅  

unde pij=P(A1∩Bj) şi  ∑
=

∑
=

=
n

1i

m

1j
,1ijp

 

5.3. Funcţia de repartiţie a unei variabile aleatoare. 

Se numeşte funcţie de repartiţie a variabilei aleatoare X funcţia: 

F(x)=P(X<x), 

constituind o caracteristică pentru orice variabilă aleatoare. Calculul efectiv al 

funcţiei de repartiţie se adaptează celor două tipuri de variabile aleatoare. 

 

a) Variabila aleatoare discretă.  

Evenimentul  (X<x) este reuniunea evenimentelor (X=xi), până la cel mai 

mare argument xi ≤ x, adică: (X<x)= (X=xU
xx

i

i ≤

=1
i). Evenimentele (X=xi) fiind 

incompatibile, aplicând xi ≤  x operatorul de probabilitate asupra relaţiei precedente, 

obţinem: 

( ) ( ) ∑
≤

∑
≤

===<
xix ip

xix ixXPxXP  ,deci: 

(1)       . ∑
≤

=
xix ipF(x)

Considerând graficele repartiţiei variabilei aleatoare, discrete, funcţia de 

repartiţie F(x) este suma probabilităţilor pi de la stânga punctului de abscisă x 

(fig.a) sau suprafaţa histogramei de la stânga punctului de abscisă b (fig.b). 

(funcţia de repartiţie este numită şi funcţia cumulativă a probabilităţilor): 
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a)     b) 

Din  graficul b) observăm că: 

Pi
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(2)      ( ) ( ) ( )αFβFβXαP −=<≤  

 

b) Variabila aleatoare continuă. 

Dacă X este o variabilă aleatoare continuă, funcţia de repartiţie se defineşte 

astfel: 

(3)       ( ) ( ) ( )∫==<
x

a
dttxFxXP ϕ

Ţinând cont de interpretarea geometrică a integralei definite rezultă că 

funcţia F(x) reprezintă aria din histogramă pe intervalul [a,x]; (fig.a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) b) 

P(X<x)F(x)
o

a 

φ (x)

P(α<X<β) 

xb
o

αa <x< β b x

φ(x)

x 

x1O x2 xi 

P1 

P2

Pi

Pn
Oxn x

F(x)

α
a xb 

β

Pi



 

şi în acest caz rămâne valabilă formula (3); în fig. b) relaţia (3) reflectă formula de 

calcul a unei integrale definite pe intervalul [α,β]. 

 Funcţia de repartiţie F(x)=P(X<x) are următoarele proprietăţi: 

 10 0≤ F(x) 1, ceea ce rezultă din faptul că F(x) reprezintă probabilitatea 

P(X<x); 

≤

 20 Funcţia F(x) este nedescrescătoare, adică din x1 ≤ x2 rezultă F(x1) F(x≤ 2). 

 30 F(a)=0, F(b)=1, unde a şi b sunt cea mai mică, respectiv cea mai mare 

valoare pe care o poate lua argumentul variabilei X (evenimentul X<a este 

imposibil, iar X<b este sigur). 

 Pentru variabila aleatoare discretă, funcţia F(x) este continuă în acest 

interval şi este discontinuă la extremităţile intervalului; graficul (fig.a de mai jos) 

este numit în scară, iar salturile de la o treaptă la cea consecutivă sunt egale cu pi. 

Funcţia de repartiţie a unei variabile aleatoare continue este, de asemenea o funcţie 

continuă (fig.b): 

 

 F(x  )

 

 

 

 

a)      b) 

                                

Observaţie. Pentru funcţia de repartiţie F(x) se obişnuieşte a se considera 

drept domeniu de definiţie toată mulţimea numerelor reale. 

 În acest caz avem relaţii de forma: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞−

∫
+∞

∞−
=∞+=∞−==

x
1Fşi0F1,dxxdt,txF ϕϕ . 

 

6. Caracteristici ale variabilei aleatoare. 

xx 2 x 1
o 

x n

i

1 

F(x)
o

F(x)

x x

1
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 În prezenţa unor mulţimi de numere, acestea reprezentând valorile 

argumentului unei variabile aleatoare în corespondenţă cu probabilităţile 

respective, se pune problema de a sintetiza aceste mulţimi numerice, prin câteva 

date numerice, care să aibă proprietatea de a reprezenta cât mai fidel variabila 

aleatoare considerată. O astfel de reducere a mai multor date numerice la cât mai 

puţine numere, devine absolut necesară, mai ales atunci când se urmăreşte 

compararea între ele a diferite fenomene sau proprietăţi generând variabile 

aleatoare. 

 Pentru sistematizarea prezentării acestor caracteristici, le vom grupa după 

nota dominantă pe care o pun în evidenţă: tendinţa centrală de grupare; 

împrăştierea distribuţiei. 

 

6.1 Tendinţa centrală de grupare a distribuţiei. 

 În practica aplicaţiilor în economie drept indicatori numerici ai tendinţei 

centrale de grupare, sunt frecvent folosiţi: valoarea medie, mediană, modul etc. 

  

a) Valoarea medie. Se numeşte valoare medie (sau speranţa matematică) a 

unei variabile aleatoare X numărul (M=M(X)): 

 (1)              (X variabilă discretă) ( ) ∑
=

=
n

1i ipixXM

(2)              (X variabilă continuă) ( ) ( )∫=
b

a
dxxxXM ϕ

Observăm că valoarea medie a variabilei X (discretă) este media ponderată a 

valorilor sale, cu ponderile p1, p2, … ,pn , ( )
np...2p1p

nxnp...2x2p1x1p
XM

+++

+++
= . Valoarea 

medie se notează şi cu ( )XMx = . 

Au loc:  

Propoziţia 1. Fie variabilele aleatoare X şi Y, atunci au loc relaţiile: 
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(3)    ( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

∈=
+=+

Rk,XkMkXM
YMXMYXM  

Demonstraţie. Conform definiţiei valorii medii a unei variabile aleatoare 

avem: 

( ) ∑
=

=∑
=

∑
=

+∑
=

=∑
=

∑
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=+

n

1i jy
m

1j ijp
n

1i ix
m

1j ijp
n

1i

m

1j jyixijpYXM  

( ) ( )∑
=

+=∑
=

+=∑
=

∑
=

+∑
=

∑
=

m

1j jqjy
m

1i ipix
n

1j ijp
m

1i jy
m

1j ijp
n

1i ix YMXM  

şi  

( ) ( ) ( )∑
=

∑
=

=⋅==
n

1i

n

1i
XkMipixkipikxkXM  

Propoziţia 2. Fie X şi Y două variabile independente. 

Atunci: 

(4)       ( ) ( ) ( )YMXMYXM ⋅=⋅  . 

Într-adevăr, putem scrie: 

( ) ( ) ( )YMXM
n

1i jy
m

1j jpixip
n

1i jyixjq
m

1j ip
n

1i

m

1j jyixijpYXM ⋅∑
=

=∑
=

∑
=

=⋅⋅⋅∑
=

=∑
=

∑
=

⋅⋅=⋅

 pij=piqj (X,Y independente) 

Observaţie.  

Valoarea medie este un fel de valoare centrală în jurul căreia cad celelalte 

valori posibile. 

 Dacă  atunci: ( +∞∞−∈ ,x )

( ) ( )∫
+∞

∞−
= dxxxXM ϕ . 

 

b) Valoarea mediană.  

Se numeşte mediana variabilei aleatoare X, numărul Me, care satisface 

ecuaţia: 

(5)       P(X<Me)=P(X>Me)  . 

Cu ajutorul funcţiei de repartiţie F(x), relaţia (5) se mai scrie: 

F(Me)=1-F(Me) sau      2F(Me)=1 . 

Rezultă deci că mediana Me este soluţia ecuaţiei: 
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(6)          ( )
2
1xF =    . 

În cazul unei variabile aleatoare continue, mediana este determinată de 

ecuaţia:  

( )∫ =
eM

0 2
1

dxxϕ . 

Dacă F(x) este continuă crescătoare soluţia acesteia este unică. 

Exemplu: Să se determine mediana variabilei aleatoare continue: 

3x0,)12(
12
1

x
:X ≤≤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+x . 

Soluţie. Calculele sunt: 

( )∫ =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=+

eM

0 2
1

eM2
eM

12
1

;eM2
eM

12
1

dx12x
12
1  

cu soluţiile Me=-3 şi Me=2. Convine Me=2  ∈[0,3]. 

c) Moda (valoarea cea mai probabilă). Se numeşte moda variabilei 

aleatoare X , acea valoare M0 a variabilei X pentru care funcţia densitate de 

probabilitate are valoarea maximă. Astfel dacă funcţia densitate de probabilitate  

ϕ(x) este derivabilă de două ori atunci moda M0 verifică relaţiile ϕ’(M0)=0; 

ϕ”(M0)<0. În cazul când X este o variabilă aleatoare de tip discret  

i  , moda reprezintă valoarea x

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ip
ix

:X

},...,2,1{ ni ∈ i, pentru care pi este maximă. 

1) Geometric Me este numărul cu proprietatea că x=Me împarte aria cuprinsă 

între graficul funcţiei ϕ(x) şi axa Ox în două părţi egale: 
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2) Între cei trei indicatori numerici M, Me, M0 nu există o relaţie 

determinată. Dacă  este, de exemplu cu distribuţie simetrică atunci M= Me = M0. 

3) Noţiunea de mediană se generalizează, astfel: rădăcinile ecuaţiei ( )
n
ixF =  

, i=1,2, … ,n-1 se numesc quantile de ordinul n. pentru n=2, i=1 este quantila de 

ordinul doi, tocmai mediana. Pentru n=4 se obţin quartile. Quantilele de ordinul 

zece (n=10) sunt numite decile, iar cele de ordinul o sută (n=100) centile. 

4) Valoarea medie a unei variabile reprezintă aria haşurată de mai jos: 

(Xv.adiscretă; b) X v.a continuă). 

    a)      b) 

 

d) Momente şi medii de ordin superior. 

Se numeşte momentul de ordinul k al variabilei X expresia: 

(7)  pentru variabila discretă; ∑
=

⋅=
n

1i ipk
ixkM

şi  

 

F

d)  Momente şi medii de ordin superior. 

Se numeşte momentul de ordinul k al variabilei X expresia: 

(7)                                          pentru variabila discretă; i

n

i

k
ik pxM ∑

=

=
1

(8)                            pentru variabila continuă. ( )∫
+∞

∞−
⋅= dxxkxkM ϕ

Se numeşte medie de ordinul k a variabilei X expresia: 

(9)            k kMkµ =     . 

 

6.2 Împrăştierea distribuţiei variabilei aleatoare. 

 Caracteristicile numerice ale tendinţei centrale de grupare nu dau nici o 

indicaţie asupra împrăştierii, respectiv a concentraţiilor valorilor variabilei, adică în 

ce măsură datele se abat între ele, drept consecinţă în ce măsură se abat de la 

poziţia centrului de grupare. 

x 1 x 2 0

1 

1

b
x n-1 x n

x
a 0

x

F
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 De exemplu dacă X şi Y sunt două variabile aleatoare simetrice, evident 

centrele lor de grupare coincid, deşi distribuţiile lor sunt substanţial diferite, 

variabila X având valorile mai împrăştiate decât variabila Y (sau invers variabila Y 

mai concentrate ca X): 

 

X

0 

ϕ(x ) 

Y

 

 

 

 

 

 
x 

 

Sunt deci necesare caracteristici numerice care să permită să se compare 

între ele împrăştierea, respectiv concentrarea distribuţiilor pentru diferite variabile 

aleatoare. 

 Printre acestea se foloseşte: extinderea sau intervalul de variaţie, abaterea, 

abaterea absolută medie, dispersia, abaterea medie pătratică, coeficientul de 

variaţie, momente centrate, covarianţa, coeficient de împrăştiere etc. 

 a) Extinderea sau interval de variaţie. Dacă a şi b sunt cea mai mică, 

respectiv cea mai mare valoare a argumentului variabilei, atunci extinderea este 

prin definiţie: 

(1) ω=b-a sau ω=xmax-xmin 

Extinderea este folosită în statistica controlului de fabricaţie în serie. 

 b) Abaterea. Abaterea absolută medie. Dacă α este o valoare oarecare din 

intervalul de variaţie al unei variabile aleatoare X, prin abatere a variabilei X 

înţelegem variabila: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−

x
x:Ysau

ip
ix

:Y
ϕ

αα
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 De obicei ca valoare pentru α se ia valoarea medie m=M(X), sau mediana 

Me. 

 Considerând variabila aleatoare 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

ip

mix
:U  vom obţine abaterea  absolută 

medie dată de expresiile: 

(2) ( )∑
=

∫
+∞

∞−
−⋅−

n

1i
dxxmxsauipmix ϕ . 

Care poate caracteriza împrăştierea variabilei aleatoare X în jurul valorii ei 

medii m. 

 c) Dispersia. Abaterea medie pătratică. Abaterea medie absolută definită 

mai sus, aparent simplă ca definiţie, prezintă dezavantajul de a fi în cele mai dese 

cazuri, greu de calculat, fiind vorba de valorile absolute ale argumentului abaterii. 

Există însă un alt mod de a ţine seama de valorile absolute ale abaterii asociind 

variabila: 

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
(x)

2mx:2U
ϕ

. 

Definiţie. Valoarea medie a acestei variabile adică expresia M (U2) se 

numeşte dispersia variabilei aleatoare iniţiale X. Vom nota dispersia cu  

( ) ( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −===

2XMXM2UM
def

XD
sau2σ . 

Când variabila X este discretă, avem: 

(3)      ∑
=

⋅−= ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛n

1i ip
2

mixD(X)

iar când variabila X este continuă, avem: 

(4)     . ( ) ( )∫
+∞

∞−
⋅−= dxx2mxD(X) ϕ

Numărul ( )XD=σ  se numeşte abaterea medie pătratică a variabilei X sau 

abaterea medie tip (standard). 

 Dispersia şi abaterea medie pătratică sunt indicatorii cei mai utilizaţi pentru 

a caracteriza împrăştierea valorilor unei variabile aleatoare. Are loc următoarea: 
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 Teoremă. Fie X şi Y două variabile aleatoare independente (pij=pi qj). 

Atunci: 

(5)          D(X+Y)=D(X)+D(Y) 

şi  

(6)         D(k X)=k2 D(X),      ∀ k∈R. 

Demonstraţie. Notăm cu U, V, W, respectiv, abaterile variabilelor aleatoare 

X, Y, X+Y; observăm că: U=X-M(X), V=Y-M(Y), W=X+Y-M(X+Y). Deoarece 

variabilele aleatoare X şi Y sunt independente, avem: 

W=X-M (X)+Y-M (Y). 

Pentru valorile abaterilor variabilelor aleatoare U,V, W obţinem: 

ui=xi-M (X), vi=yi-M (Y), wij=ui+vj. 

Conform definiţiei dispersiei avem: 

( ) ∑
=

∑
=

++∑
=

∑
=

=+∑
=

∑
=

==+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ n

1i

m

1j jvi2u2
jv2

iujqip
n

1i

m

1j

2
jviujqip

n

1i

m

1j
2
ijwijpYXD  

Ţinând seamă de relaţiile: 

M (U)=0, M (V)=0, ∑
=

=∑
=

=
m

1j
1

n

1i ipjq  

din relaţia precedentă avem: 

( ) ∑
=

∑
=

∑
=

∑
=

+∑
=

++∑
=

=+
m

1j

n

1i

n

1i

m

1j jvjqiuip
m

1j
22

jvjqip2
iu

n

1i ipjqYXD  

=D(X)+D(Y), adică relaţia (5). 

În ce priveşte relaţia (6) observăm că: 

( ) ( )( ) ( )∑
=

=−=⋅
n

1i
XD2k2XkMikxipXkD . 

d) Momente centrate. Variabila X-M (X), realizează o translaţie mutând 

originea argumentului în centrul de grupare m=M (X), adică abaterea X-m 

centrează variabila considerată X. în acest sens momentele abaterii şi mediile 

respective de ordinul k, se numesc momente centrate mk, respectiv medii centrate 

µk (de ordinul k) şi se definesc astfel: 
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(7) ( ) ( ) ( )∑
=

∫
∞+

∞−
−=−=

k

1i
dx.xkmxkm,ipkmixkm ϕ  

Se observă că: 

m2=D (X), σ=µ2= 2m . 

Pentru calculul momentelor centrate de diferite ordine folosim de obicei 

legătura cu momentele obişnuite. Astfel ţinând seama că am notat cu litere mici mk 

momentele centrate şi cu litere mari Mk, momentele obişnuite, avem: 

( ) ∑
=

∑
=

=−=
n

1i ipk
ix

k

1i kM,ipkmixkm  

Dezvoltând (xi-m)k după binomul lui Newton, obţinem: 

( )∑
=

⋅−∑
=

⋅−=
n

1i ipjmjk
ix

k

0j
j
kCj1km  . 

Cum avem: 

}
1

,...2,1,0{,,1 ∑
=

∈−=−=
n

i
kjjkMipjk

ixMm  

(M0=1) relaţia precedentă conduce la exprimarea momentelor centrate în funcţie de 

momentele obişnuite: 

 (8)           . ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−++⋅−−+

++−+−−=

k
1Mk1...s

1MskMs
kCs1

...2
1M...2kM2

kC1kM1
kCkMkm

Particularizând pe k şi ţinând seama că M0=1, se găsesc momentele centrate 

de diferite ordine: 

(9)  , etc. 3
12M1M23M3M3m,2

1M2M2m0,1m1,0m +−=−===

e) Covarianţa. Fiind date două variabile X şi Y, se defineşte  covarianţa  lor, 

notându-se cov (X,Y)=σx,y, expresia:  

(10) σxy=M[(X-mx) ( Y-my)]  

adică un moment centrat mixt al celor două variabile unde mx=M(X), my=M(Y). 

Dezvoltând (10) se obţine formula echivalentă de calcul: 

(11) σxy=M (X Y)-M (X) M (Y). 
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f) Coeficient de împrăştiere se defineşte ca fiind raportul: 
m

V σ
= . 

 

7. Funcţia caracteristică ataşată unei variabile aleatoare. 

 

 Pentru dovedirea unor proprietăţi sau calcul mai uşor în unele exemple a 

caracteristicilor variabililor aleatoare, sunt utile anumite funcţii ce pot fi ataşate 

unei variabile aleatoare dintre care prezentăm funcţia caracteristică. 

 Definiţie. Se numeşte funcţie caracteristică, a variabilei aleatoare X, 

valoarea medie a unei noi variabile aleatoare, obţinute din X, înlocuind argumentul 

ei x prin eixt, unde i este unitatea imaginară, iar t este un parametru real. Notând 

funcţia caracteristică cu c(t), avem: 

(1)  ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∫
∞+

∞−

∑
∞

==

xdensitateacucontinuăedistributiaredacă,dxxitxe

1k
discreta edistributi esteXdacă,kitx

ekp
tc

ϕϕ X

Are loc următoarea: 

Teoremă. Funcţia caracteristică admite următoarea dezvoltare în serie: 

(2)            ( ) ( )
∑
∞

=
=

0k
kt

k!

kXMkitc   

unde M (Xk)=Mk este momentul de ordinul k al variabilei X. Relaţia (2) se obţine 

uşor dacă înlocuim în (1) pe eitx cu dezvoltarea: 

∑
∞

=
=

0k
kt

k!

kxkiitxe . 

Egalitatea (2) permite adesea să se calculeze mai uşor momentele de diferite 

ordine ale variabilei X. Se dezvoltă în serie funcţia caracteristică c(t), 

 şi momentul de ordinul k este: ( ) ∑
∞

=
=

0k
ktkctc

(3)          ( )

0t
kdt

tckd
ki

1
kcki

k!
kM

=⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== . 
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Dacă repartiţia variabilei X este de tip continuu, densitatea sa de repartiţie 

ϕ(x) este dată de : 

(4)           ( ) ( )∫
+∞

∞−
−= dttcitxe

2π
1xϕ   . 

 

8. Inegalitatea Bienayme – Cebâşev 

 

Pentru orice variabilă aleatoare are loc inegalitatea: 

(1)     ( ) ( ) ( ).XD2,XMmarbitrar,0ε,2ε

2
1εmXP ==>−≥<− σσ  

Vom demonstra (1) pentru cazul când X este variabilă aleatoare continuă. 

Dacă ϕ(x) este densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X atuci: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )εmXP2ε
εmx
dxx

2

εm-x
εdxx2mxdxx2mxXD ≥−⋅=∫

≥−
∫
∞+

∞−
∫

≥
≥−≥−= ϕϕϕ  

de unde rezultă: 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )
2ε

XD1εmXPsau2ε

XDεmXP −≥<−≤≥− . 

Luând ε=kσ, k∈N şi σ= D(X) , avem: 2k

1
22k

2

2ε

D(x)
==

σ

σ  iar inegalitatea  lui 

Bienayme-Cebâşev sub cele două forme date de (2) se scrie: 

(3) ( ) ( )
2
11kmXPrespectiv

2k

1kmXP
k

−≥<−≤≥− σσ  

pentru k=1, relaţia este nesemnificativă dând rezultat banal, de aceea vom lua k>1. 

Exemplu: Pentru k=3, avem: 

( ) ( ) 9,0
9
83mXP1,0

9
13mXP ≅≥<−≅≤≥− σσ sau  

Pentru k=4, avem: 

 

( ) 0,06
16
14mXP ≅<<− σ  
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 Constatăm că abaterile mai mari decât 3σ şi cu atât mai mult decât 4σ, au 

probabilităţile de realizare foarte mici, deci şansele acestor evenimente de a se 

produce sunt extrem de reduse. 

  

9. Distribuţii clasice 

 

 Dintre variabilele aleatoare unele au o importanţă deosebită fie că sunt 

folosite cu o pondere mare în cercetarea fenomenelor sau proprietăţilor pe care 

practica  îndeosebi le pune. 

 

9.1 Distribuţia binominală.  

Să considerăm o urnă care conţine a bile albe şi b bile negre. Repartiţia 

variabilei aleatoare X: 

(1)           

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− np...,,knqkpk
nC,...,1npq1

nC,nq

n,,...k,...1,0,

:X

care constă în n extracţii să apară o bilă albă de k ori, se numeşte distribuţie 

(repartiţie) binominală (sau repartiţia lui Bernoulli) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

+
= p1q,

ba
ap . 

Observăm că probabilităţile celor n+1 valori sunt termenii dezvoltării 

( ) 0qnpn
nC...1nq1p1

nCnq0p0
nCnqp ++−+=+  

de unde şi numele de lege sau distribuţie binominală. Observăm de asemenea că 

funcţia de probabilitate ( ) knqkpk
nCkx −=ϕ verifică: 

( ) ( )∑
=

=≥
n

0k
1kxsi0kx ϕϕ  

(cea de-a doua se obţine imediat din dezvoltarea (p+q)n=1). 

În cazul legii binominale funcţia caracteristică este: 

( ) ∑
=

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⋅∑

=

−=
n

0k
knq

kitpek
nCitke

n

0k
knqkpk

nCtc  
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deci: 

(2)         ( ) ( )nqitpetc += . 

Cu ajutorul funcţiei caracteristice c(t) obţinem valoare medie: 

( ) ( ) npi
i
1

0tdt
tdc

i
1XM =

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=  

sau 

(3)           M(X)=np; 

apoi  , 

       ( ) ,
0t

2dt

tc2d
2i

12XM
=⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

unde: 

        ( ) ( ) ite2ip
1n

qitpen2ite2i2p
2n

qitpe1)n(n2dt

c(t)2d
⋅

−
++

−
+−=  . 

Înlocuind t=0 şi ţinând seama că p+q=1, obţinem: 

                  M(X2)=n2p2+np-np2. 

Rezultă: 

D(X)=M(X2)-[M(X)]2=np-np2=np(1-p)=npq . 

Aşadar, dispersia unei variabile aleatoare cu distribuţia binominală este: 

(4)         D(X)=npq  . 

 

 

9.2 Distribuţia normală (Laplace şi Gauss). 

 În studiul multor fenomene de masă se întâlnesc variabile aleatoare care se 

supun unei legi de probabilitate, numită legea normală. 

 Definiţie. Spunem că o variabilă aleatoare X are distribuţie normală sau că 

urmează legea normală cu parametrii m şi σ dacă densitatea sa de repartiţie este: 

(1)          ( )
( )

22
2mx

e
2π

1x σ
σ

ϕ
−−

⋅= , unde x∈R, σ>0, m∈R. 
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Legea normală sau distribuţia normală se numeşte şi legea lui Laplace şi 

Gauss şi densitatea de repartiţie se mai notează cu n(x;m;σ). Printre distribuţiile 

discrete care se apropie de o lege normală este şi distribuţia binominală în cazul 

când numărul probelor este foarte mare. Observăm că pentru orice x∈R avem 

( ) 0x ≥ϕ . Efectuând schimbarea de variabilă x-m= 2σ , obţinem:  

( )∫
+∞

∞−
∫

+∞

∞−
∫

+∞

∞−
=−==−= πdt

2tedeoarece,1π
π

1dt
2te

π
1dxxϕ  (integrala lui Poisson). 

În consecinţă, cele două condiţii ale densităţii de repartiţie sunt îndeplinite 

de ϕ(x). Are loc: 

 Teorema. Funcţia caracteristică a unei variabile aleatoare X supusă unei 

distribuţii normale n(x,m,σ) este: ( ) 2
2t2imt

etc
σ−

= . 

 Într-adevăr: 

( ) ( ) ∫
∞+

−∞

−−
=∫

∞+

−∞
⋅= dxitxe22

2)(

e
2π

1dxxitxetc σ
σ

ϕ

mx

. 

În această integrală facem schimbarea de variabilă x-m=y şi obţinem: 

( ) ∫
∞+

−∞

⋅−
⋅= dyitye

2y22
1

eimte
2π

1tc σ
σ

. 

Înlocuim eity=costy+isinty şi obţinem: 

=∫
∞+

∞−
∫
∞+

∞−

−
+∫

∞+

∞
=

⋅−
dysinty 

2y22

1

eidycosty 
-

2y22

1-
edyitye

2y22
1

e σσσ  

( )impara0sintydy

2y22

1

ecostydy
0

2y22

1-
e2

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∫
∞+

∞−

−
⋅∫

∞
= σσ . 

Folosind un rezultat cunoscut (integrala Poisson): 

0a,4a
2b

e
a
π

2
1cosbxdx

0

2axe >
−

=∫
∞ −  obţinem: ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== tb,22

1a
σ

: 
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( ) .2

2t2
imt

etcdecisi2

2t2

e2πdyitye
2y22

1 σσ

σσ
−

=∫
∞+

−∞

−
⋅=

⋅−
 

Semnificaţia parametrilor m şi σ este următoarea: m este valoarea medie a 

variabilei aleatoare X, iar σ2 este dispersia acestei variabile. Folosind funcţia 

caracteristică, valoarea medie şi dispersia variabilei aleatoare X supusă legii 

normale se calculează uşor. 

 Într-adevăr: 

( ) ( )[ ] m0tc(t)t2im
i
1

0tdt
dc(t)

i
1XM ==−=

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= σ  (c(0)=1) şi 

( )[ ] 22XM2XMD(X)

undede2m2

0t
c(t)

2
t2im2

0t
2dt

c(t)2d
2i

12XM

σ

σσσ

=−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

+=
=⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−=

=⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

 

Graficul funcţiei ϕ(x) se numeşte curba normală (clopotul lui Gauss) cu 

parametrii m şi σ şi are formă de clopot 

1) Toate curbele admit câte un punct de maxim x=m (a cărei valoare 

este
πσ 2

1 ) şi scad necontenit la stânga şi la dreapta lui, apropiindu-se de axa 

absciselor. 

2) Dreapta x=m este o axă de simetrie a graficului curbelor y=ϕ(x). 

3) Toate curbele au formă de clopot, având formă convexă pentru           

x∈(-∞,m-σ)∪(m+σ,∞) şi concavă pentru x∈(m-σ, m+σ).Punctele m±σ sunt 
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puncte de inflexiune. Cu cât σ este mai mic, cu atât clopotul este mai ascuţit iar cu 

cât σ este mai mare cu atât clopotul este mau turtit. Suprafaţa inclusă de axa Ox 

este de arie 1 u2, curba se apropie repede de axa Ox, în raport cu o abatere 

σ3mxξ <−= , diferenţa faţă de Ox este de ordinul 0,003 unităţi. Pentru aceasta 

din punct de vedere practic, distribuţia poate fi considerată definită într-un interval 

finit. 

 4) Faţă de parametrul m, curbele n(x;m;σ)suferă translaţii de-a lungul axei 

Ox, menţinându-şi forma şi mărimea (σ constant): 

 

5) Moda şi mediana au valori egale cu m 

( ) ( )( ) ( ) ( ) m.0xare0xf'si

2mx
2e

2π2
mxxf'm0xXeMXM

1

==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−−
−====

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

σ
 Funcţia 

de repartiţie are expresia: 

(2) ( ) ( )∫
−∞

=
x

dtm,t;nxF σ  

şi graficul: 
F(X) 

 
1 
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Momentele centrate ale legii normale cu parametrii m şi σ (k ≥ 2) sunt: 

1
m0 m-τ x m+τ

1/2



( )
( )

dx22
2mx

ekmx
2π

1
km ∫

∞+

−∞

−−
−= σ

σ
. 

Făcând substituţia y
2
mx

=
−

σ
 obţinem: 

( ) dy
2yeky

π
2

km ∫
∞

∞−
−=

Kσ . 

Integrând prin părţi cu obţinem formula de recurenţă: dy
2yyedv,1kyu −=−=

(3) . ( ) 2km21kkm −−= σ

Ştiind că m0=1, m1=0, m2=σ2 rezultă m2p-1=0 şi m2p=1·3·5 … (2p-1)σ2p, 

   ,...}.2,1{∈p

9.3 Distribuţia Gama. 

 O variabilă X are o distribuţie gama, dacă densitatea ei este dată de 

egalitatea: 

 (1)       ( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤

>≥
−−⋅⋅

=

0xpentru,0

0ba,0xpentru,b
x

e1axab
1

aΓ
1

xϕ  

Ţinând seama de definiţia funcţiei: 

( ) ( )∫
+∞

∞−
=>∫

∞ −−= 1dxxcărezultă0,z,
0

dtte1ztzΓ ϕ  (în urma schimbării de variabilă x=bt).  

Deoarece , rezultă că ϕ(x) reprezintă o densitate de  ( ) ( )∫
+∞

∞−
=≥ 1dxxsi0x ϕϕ

repartiţie. Graficul funcţiei ϕ(x) este redat mai jos: 
ϕ(x
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Efectuând schimbarea de variabilă x=bt, obţinem: 

a=1

a 1≠

0 x

 )

 



( ) ( ) abb
Γ(a)

1aΓXM =⋅
+

= . 

Moda x0 are expresia x0=b(a-1) iar dispersia  D(x)=ab2. Momentele de 

ordinul k:   

mk=a(a+1)…(a+k-1)bk, ,...}.2,1{∈k  

Funcţia de repartiţie F(x) este definită de relaţia: 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

≥∫
−−

⋅=

0xpentru0,

0xdt,
x

0
b
t

e1atabΓ(a)
1

xF  

şi are graficul: 

 

 1
 

 

 
x 

0

F(x)

 

9.4 Distribuţia Beta 

 Spunem că o variabilă aleatoare X are distribuţia Beta cu parametrii p şi q 

(p>0, q>0) dacă densitatea sa de repartiţie este: 

(1)       ( ) ( ) ( )

[ ]
[ ]0,1xpentru

0,1xpentru0

1qx11px
qp,B

1
x ∈

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∉

−−−⋅
=ϕ  

Deoarece ϕ(x) 0 şi , rezultă că ϕ(x) este o densitate de 

repartiţie. Momentul de ordinul k este: 

≥ ∫
+∞

−∞
= 1(x)dx)ϕ

(2) 
1)kq1)...(pqq)(p(p

1)k1)...(pp(p
km

−+++++
−++

=  

iar valoarea medie şi dispersia sunt: 
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 (3)       ( )
1)q(p2q)(p

pqXD,
qp

pM(x)
+++

=
+

= .   .                 

Moda distribuţiei este 
2qp

1p
0x

−+
−

= . 

  

9.5 Distribuţia χ 2 (hi -pătrat) 

 O variabilă aleatoare X are distribuţia χ 2 dacă densitatea de probabilitate: 

 (1)  ( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<

≥
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0xpentru,0

0x,22a
x

e
1

2
ν

x

2
νΓνaν/22

1

xϕ  

Distribuţia χ2 a fost descoperită de Helmert în 1876 şi pusă în valoare 30 de 

ani mai târziu de R. Pearson. Ea are doi parametrii a>0 şi ν (ν reprezentând 

numărul gradelor de liberatate) şi se aplică în statistica matematică. 

 Pentru a=1 şi ν=2,4,6,15 graficele lui ϕ(x) sunt: 

 
ϕ(x,
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25
x

ϕ(x,ν,1)

22

2 2

P(λ  >λ )0

λ0 x=λ0



 

Pentru ν >30, graficul distribuţiei χ2 se aproprie de graficul distribuţiei 

normale. În practica statisticii este frecvent folosită funcţia de  repartiţie 

complementară P(χ2>χ0
2)=δ (ale căror valori sunt tabelate pentru diferite valori a 

lui ν şi valorile uzuale a lui σ ). 

 Observăm că ϕ(x) îndeplineşte condiţiile unei densităţi de probabilitate: 

 a) ( ) 0x ≥ϕ  şi  ultima egalitate se obţine făcând schimbarea de 

variabilă x=2t. 

( )∫
+∞

∞−
= 1dxxϕ

 Caracteristici ale distribuţiei χ2:  

M(X)=a2ν,  D(X)=2a4ν,  x0=(ν-2)a2,  m3=8a6ν,  m4=12a8ν(ν+4). 

Funcţia carcateristică c(t)=(1-2ia2t)-ν/2. Dacă ∞→υ  într-o distribuţie χ2 

atunci distribuţia tinde către n(x;0;1). 

 

9.6 Distribuţia Poisson (legea evenimentelor rare). 

 Să considerăm legea binominală: 

( ) ( ) αnp1αpαnCαnp −−=  

în care presupunem n foarte mare şi p foarte mic. 

Notăm np=λ şi avem: 

( ) ( ) ( ) αn

n
λ1

α

n
λ

α!
1αn...1nnαnp

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−−

= . 

Vom scrie încă: 

(1)      ( ) ( ) ( )
α!

αλα-n

n
λ1αn

1αn...1nnαnp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−−
= . 

Deoarece ( ) ( ) λe
αn

n
λ1nlimsi1αn

1αn...1nn
nlim −=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞→=

+−−
∞→  , pentru n foarte 

mare vom înlocui primii doi factori din (1) prin limitele lor. Obţinem valoarea 

asimptotică: 

(2)      ( ) λe
α!

αλαnP −≅  . 
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Definiţie. Dacă o variabilă aleatoare X ia valorile α=0,1,2,… cu 

probabilităţile λe
α!

αλ − unde λ este un parametru real, se spune că variabila X este de 

tip Poisson sau că legea sa de probabilitate este o lege de tip Poisson. Legea lui 

Poisson se aplică în cazul evenimentelor ce se întâmplă foarte rar. De aceea legea 

lui Poisson se mai numeşte şi lege evenimentelor rare. Pentru ca legea de mai sus 

să fie o lege de probabilitate, este necesar ca suma probabilităţilor sale să fie egală 

cu 1. Această condiţie este îndeplinită, ∑
+∞

=
=−=−

0α
1λeλeλe

α!
λ . 

Proprietăţi. 

1) Valoarea medie a unei variabile Poisson este : M(X)=λ. Întra-devăr,  

M(X)= ( )∑
∞

=
=∑

∞

=
⋅=−=−

0α
λλeλ-e

1α
λ

!1-α

1-αλλλeλe
α!
λα . 

2) Funcţia carcateristică a unei variabile de tip Poisson este : . 

Aceasta se obţine uşor pornind de la definiţie: 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

1iteλ
etc

( ) ( )
∑
∞

=

−
=−=−=−∑

∞

=
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

0α

1iteλ
e

itλeeλe
α!

αitλeαeλe
α!

αλ
0α

itαetc . 

3) Dispersia variabilei Poisson este egală cu λ. Conform definiţiei 

D(X)=M(X2)-[M(x)]2. Pentru a calcula M(X2) folosim definiţia: 

( ) ( ) λ2λ

0t

1iteλ
eitλe2ite2λ

0t
2dt

c(t)2d2XM +=

=⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
−−−=

=⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

. 

Înlocuind în egalitatea precedentă, se obţine: D(X)=λ2+λ-λ2=λ. 

 

9.7. Distribuţia ,,t” (Student) 

Variabila aleatoare este repartizată Student cu ν grade de libertate, dacă 

funcţia densitate de probabilitate este: 
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(1) ( ) ( )+∞∞−∈+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= ,t,
2

1ν

ν

2t1

1

2
νΓ

2
1νΓ

νπ
1νt;ϕ .  

Şi în acest caz, se poate arăta uşor că sunt îndeplinite condiţiile ca ,,t” să fie 

o densitate de probabilitate: 

 a)  ( ) 0νt; ≥ϕ  (evidentă); 

 b)   (cu schimbare de variabilă t( )∫
+∞

∞−
= 1dtνt;ϕ 2=νy) 

Caracteristicile variabilei sunt: 

( ) ( ) 012km0,0x,
2ν

νXD0,xM =+=
−

==  

( )
( )( ) ( )2kν...4ν2ν

12k3...1kν
2km

−−−
−⋅

= . 

Practic pentru ν>30, distribuţia ,,t” Student este aproximată de distribuţia 

normală n(t;0;1), graficele respective confirmând acest fapt (fig.a). 

 ϕ

 

 

 
distributia ,,t'' 

 

 

     Fig.a 

 

În practica statistică matematice pentru distribuţia Student tabelată funcţia: 

( ) δtXP =>  (fig b haşurat). 

 

 

 

 

0
t
x
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0,1
0,2
0,3

5

distributia n(x;0,1)
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ϕ(x 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Fig. b 

 

10. Convergenţa în repartiţie sau în sens Bernoulli.  

 

Fie Fn şi F. respectiv funcţiile de repartiţie ale variabilelor Xm şi X. Şirul de 

variabile aleatoare { } NnnX ∈ converge în repartiţie către variabila aleatoare X, dacă 

şirul funcţiilor de repartiţie { } Nn,nF ∈  converge către funcţia de repartiţie F în toate 

punctele de continuitate ale lui F.   

 Activitatea practică are uneori să cunoaştem condiţiile în care acţiunea mai 

multor factori întâmplători conduc la un rezultat care să permită să prevedem 

evoluţia unui anumit fenomen. Astfel de condiţii se dau în teoremele cunoscute sub 

denumirea de comună de legea numerelor mari. 

 10 Teorema lu Cebâşev. Dacă X1, X2, …Xn, sunt variabile aleatoare 

(discrete sau continue) independente, ale căror dispersii sunt mai mici decât o 

constantă C, atunci pentru orice ε >0 avem: 

(1) 1ε
n

n

1k
)kM(X

n

n

1k kX
Pnlim =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

<
∑
=−

∑
=

∞→  

ϕ( )x

o t t -t

)
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Întra-devăr, fie variabila aleatoare 
n

n

1k kX
X

∑
== pentru care avem: 

( )
n

n

1k
)kM(X

n

n

1k kX
MXM

∑
==

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ∑
== , 

( )
n
C

2n

Cn
2n

n

1k
)kD(X

n

n

1k kX
DXD =

⋅
<

∑
==

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ∑
== . 

Aplicarea inegalităţii Bienayme-Cebâşev asupra variabilei X, conduce la 

dubla inegalitate: 

1ε
n

n

1k
)kM(X

n

n

1k kX
P2nε

C1 ≤

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

<
∑
=−

∑
=≤−  

care la limită devine (1). Teorema lui Cebâşev stă la baza teoriei selecţiei. 

 20 Teorema lui Bernoulli. (Legea numerelor mari a lui Bernoulli.) Dacă se 

fac n experienţe independente, în fiecare experienţă probabilitatea evenimentului A 

fiind p şi dacă x este numărul de operaţii al evenimentului A în cele n experienţe, 

atunci: 

(2) 1εp
n
x

nlim =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−∞→ . 

Vom prezenta două teoreme , numite teoremă de convergenţă în lege, pentru 

a căror demonstraţie se foloseşte de obicei funcţia caracteristică. 

  

a) Teorema lui Moivre-Laplace. Distribuţia binominală în cazul când 

volumul n ala extracţiilor este mare, este aproximată de distribuţia normală, adică 

are loc relaţia: 

(3) 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
−

=−
∞→ npq

npm
,2

2mx
2
11

e
2π

1xnqxpx
nCnlim

σ
σ

σ
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b) Teorema limită centrală (Laplace-Leapunov). Fie dat un sistem de 

variabile aleatoare Xk, k∈{1,2,…,n} pentru care sunt îndeplinite următoarele 

condiţii: 

 10 Variabile aleatoare Xk sunt independente; 

 20 Momentele centrate  până la cel puţin ordinul trei există fiind mărginite; 

mk r
< C,  k∈{1,2,…n},  r ≤ 3 ,  C-constantă. 

 30 Notând:  

∑
=

=∑
=

===
n

1k
,kρ

(n)
xρ,

n

1k 3kmkρ,
2
kτ(n)2

xτ),kD(X2
kτ  

fiind satrisfăcută relaţia: 

 (3)  
( )

( )
0

n3
xτ

n*
xρ

nlim =∞→ ,  

atunci variabila sumă are o distribuţie asimptotică distribuţia normală, 

oricare ar fi distribuţiile variabilelor X

∑
=

=
n

1k kXX

k, k {∈ 1,2,…,n}. 

11.Covarianţa şi corelaţia a două variabile aleatoare. 

 

 Prin covarianţa a două variabile aleatoare X şi Y înţelegem expresia: 

(1)      cov (X,Y)=M[(X-M(X)) (Y-M(Y))].  

Dacă Y este independentă de X, atunci cov (Y,X)=0 (analog dacă X este 

independentă de Y, cov (X,Y)=0). 

Fiind date două variabile X şi Y ale căror valori normate sunt Zk, respectiv 

Zy (a norma sau a reduce o variabilă abatoare înseamnă a centra variabila şi a 

măsura argumentul prin abaterea medie pătratică), se numeşte coeficient de 

corelaţie a cuplului de variabile (X,Y) convarianţa variabilelor normate. Notând 

ρXY coeficientul de corelaţie, prin definiţie avem: 

(2) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
⋅

−
==

yτ
M(Y)Y

xτ
M(X)XMyZ,xZcovXYρ care se mai scrie: 

(3) 
yτxτ

xyτ

yτxτ
X)cov(Y,

yτxτ
M(Y))](YM(x))M[(X

XYρ
⋅

=
⋅

=
⋅

−⋅−
=  
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Datorită simetriei în raport cu variabilele X şi Y avem: 

ρXY= ρYX= ρ, 

sau astfel spus coeficientul de corelaţie indică legătura ce există între variabilele 

perechi (X,Y) şi nu legătura de la o variabilă la cealaltă. Acest fapt permite să se 

spună că această legătură stochastică defineşte corelaţia variabilei X şi Y, sau că 

variabilele sunt corelate. Coeficientul de corelaţie are valorile ρ∈[-1,1], marginele 

intervalului fiind atinse atunci când între X şiY a există o dependenţă liniară certă. 

 

13. Aplicaţii ale teoriei probabilităţilor în teoria fiabilităţii. 

 

 Teoria fiabilităţii (teoria siguranţei în funcţionare) are ca scop găsirea legilor 

de apariţie a defecţiunilor echipamentlor sau utilajelor. Astfel, echipament sau 

utilaj poate fi: strung, tractor, automobil, aparatură industrială, fabrică, uzină, 

calculator,  etc. 

 Prin calitatea echipamentului înţelegem mulţimea proprietăţilor ce definesc 

gradul de utilitate în exploatare. 

 Fiabilitatea echipamentului este capacitatea echipamentului de a-şi conserva 

calitatea în condiţii determinate de exploatare. 

 Timpul de funcţionare până la prima defecţiune. În cazul sistemelor 

complexe se studiază atât fiabilitatea sistemului în asamblul său cât şi fiabilitatea 

unor părţi componente considerate aparte ca entităţi de sine stătătoare. O parte 

indivizibilă a sistemului sau studiată ca un tot independent de părţile sale 

componente o vom numi element. În cazul unor echipamente sau a unor elemente 

perioada de timp de la darea în funcţiune până la apariţia avariei coincide cu durata 

de viaţă a echipamentului sau elementului respectiv (de exemplu becurile – la care 

nu se pune problema reparării). 

 Să considerăm ca moment iniţial momentul în care un element este pus în 

stare de funcţionare şi să notăm cu z timpul de funcţionare până la apariţia 

defecţiunii. Prin timp de funcţionare înţelegem perioada de funcţionare efectivă, 
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eliminând perioadele de întrerupere deliberată. z este o variabilă aleatoare a cărei 

funcţie de repartiţie o vom nota prin Q: 

Q(t) = P( z < t ) , ( t > 0). 

 Vom presupune că funcţia Q(t) este derivabilă în orice punct t > 0 şi notăm 

q(t) = Q’(t). 

 Probabilitatea ca elementul să fie în stare de funcţionare la momentul t (sau 

să funcţioneze fără să se defecteze un timp mai lung decât t) este: 

Φ(t) = P ( z < t )=1-P(t) , ( t > 0 ). 

 Funcţia P(t) se numeşte funcţia de siguranţă. 

Din proprietăţile generale ale funcţiilor de repartiţie şi din condiţiile impuse 

lui Q se deduc imediat proprietăţile funcţiei de siguranţă Φ: este continuă  şi 

derivabilă în orice   t > 0, Φ(0) = 1 ; 0)(lim =
∞→

t
t

φ . 

 Valoarea medie a timpului de funcţionare fără defectare este 

M(z) = tq (t) dt =  ∫
∞

0

2

0

)( mdtt −∫
∞

φ

unde m = M(z). 

 În practică întâlnim numeroase exemple în care este important ca avariile să 

fie prevenite. În acest caz se stabileşte pe bază de calcule şi experienţă o limită de 

funcţionare . Aceasta înseamnă că indiferent de starea în care se găseşte 

elementul sau echipamentul respectiv la momentul , el este scos din funcţiune. 

(Este cazul cazanelor de la instalaţiile de încălzire, al locomotivelor, vapoarelor 

etc.). Dacă z ar fi durata de viaţă a unui astfel de echipament fără impunerea unei 

durate maxime de funcţionare, atunci adevărata valoare a acestei durate este 

0t

0t

),min( 0
* tzz = . 

 Dacă este funcţia de repartiţie a lui  se vede imediat că pentru orice t 

0: 

*Q *z

≥

*Q (t) = P( < t ) =  *z
,1

)(

0

0

tt
tt

pentru
pentrutQ

>
≤

⎩
⎨
⎧

şi corespunzător 
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⎩
⎨
⎧

>
≤Φ

=−=Φ
.
,

0
)(

)(1)(
0

0**

tt
tt

pentru
pentrut

tQt  

Valoarea medie a variabilei  este *z

∫ ∫
∞

∗ Φ=Φ=
0 0

*
0

)()(
t

dttdttm  

iar dispersia acestei variabile: 

∫ −Φ=
0

2

0

**2 )(2)(
t

mdtttzD . 

 Funcţia risc de defectare. Să considerăm evenimentele: 

A: elementul funcţionează fără să se defecteze până la momentul t; 

B: elementul nu se defectează între momentele t şi t + h. Se observă că A ∩ B 

este evenimentul “ elementul funcţionează fără să se defecteze până la momentul t 

+ h”. Avem: 

P ( B/A) = 
)(

)(
)(

)(
)(

)(
t

ht
tzP

htzP
AP

BAP
Φ

+Φ
=

>
+>

=
∩ . 

 Cu alte cuvinte, dacă elemntul nu se defectează până la momentul t, 

probabilitatea ca el să nu se defecteze până la momentul t + h  este .)(
)(

t
ht

Φ
+Φ

 

 Înseamnă că în aceeaşi ipoteză probabilitatea ca el să se defecteze înainte de 

momentul t + h este: 

 

1- .
)(

)()(
)(

)(
t

htt
t

ht
Φ

+Φ−Φ
=

Φ
+Φ  

Dacă h este mic atunci 
)(')()( thhtt φφ ≅+−Φ  

şi deci pentru un astfel de h 

P(B/A) .)(
)(
)(' hth

t
t

⋅=⋅
Φ
Φ

−≅ λ  

Funcţia )(tλ  se numeşte risc de defectare. Graficul funcţiei empirice risc de 

defectare obţinut prin prelucrarea datelor statistice este de forma: 
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                                   λ(t) 

 

 

 

 

                                                                                              t 

                                      0      I                II                III 

 

 Această formă a graficului sugerează existenţa a trei perioade distincte în 

timpul exploatării.În prima perioadă (I de pe figură) riscul de defectare descreşte 

cu timpul. În momentul punerii în stare de funcţionare a echipamentului încep să se 

manifeste viciile de fabricaţie ascunse. Cei care lucrează cu anumite utilaje ştiu că 

riscul de defectare este mai mic după trecerea unui timp de la darea în exploatare. 

Aceasta este perioada rodajului. A doua (II pe figură) perioadă este perioada de 

funcţionare normală. După trecerea perioadei de rodaj urmează o perioadă în care 

riscul de defectare se stabilizează şi practic nu depinde de timp. A treia (III pe 

figură) este perioada de îmbătrânire a echipamentului. Sub influenţa unor factori 

fizici şi chimici elementele se degradează ireversibil şi riscul de defectare creşte cu 

trecerea timpului. 

 Dacă considerăm ca moment iniţial momentul în care se termină perioada 

rodajului şi începe perioada de funcţionare normală, o lungă perioadă de timp 

riscul de defectare va fi practic constant. De multe ori nu se pătrunde prea adânc 

nici în cea de a treia perioadă, echipamentul fiind înlocuit în scopul prevenirii 

avariilor sau a uzurii morale înainte ca el să devină incapabil să mai funcţioneze. 

Dacă  λ(t) = λ , λ >0 aceasta înseamnă că 

λ−=
Φ
Φ

)(
)('

t
t  

de unde rezultă   Funcţia de repartiţie a duratei de funcţionare fără 

defectare este 

.)( tet λ−=Φ

Q(t) = 1- , t > 0, te λ−
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adică durată are distribuţie exponenţială cu parametrul λ. 

 Această lege de fiabilitate nu este universală. În practică se întâlnesc 

frecvent situaţii în care datele experimentale nu concordă cu modelul de mai sus. O 

lege de probabilitate care apare din ce în ce mai des în teoria fiabilităţii este 

distribuţia Weibull. Dacă z are distribuţia Weibull cu parametrii λ şi α, adică 

funcţia sa de repartiţie este 

Q(t) = 1- , t > 0. αλte−

atunci funcţia de siguranţă corespunzătoare  este 
αλφ tet −=)(  

şi deci îi va corespunde funcţia risc de defectare . 1)( −= αλαλ tt

 Legea Weibull este mai generală decât legea exponenţială. Depinzând de doi 

parametrii, ea poate cuprinde un număr mult mai mare de cazuri concrete decât 

legea exponenţială. 

 Dacă riscul de defectare este proporţional cu timpul: 

λ (t) = 2λt,   λ > 0 constant, 

atunci din relaţiile 

1)0(;2
)(
)(,

=−= φλ
φ
φ t

t
t  

rezultă: 
2

)( tet λ−=Φ  

şi suntem în cazul unei legi Weibull. 

 

                                14. Probleme propuse. 

 

1. Se consideră variabilele aleatoare independente 

 

X:     şi  Y:  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2,01,07,0

421
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3,01,04,02,0

7641

  

Să se calculeze:  şi D(2X +4Y). YXm 42 +
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2. Să se determine densitatea de repartiţie a variabilei aleatoare X pentru care  

 

funcţia caracteristică este Ψ(t) = 21
1
t+

. 

 

3. Să se determine funcţia caracteristică a unei variabile aleatoare X având  

 

densitatea de repartiţie: 

 

f(x) = 
)4(

1
2 +xx

 ,  -∞ < x < + ∞. 
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CAPITOLUL X 
 

PROBLEME DATE LA CONCURSURILE DE MATEMATICĂ 

“ TRAIAN LALESCU”- anul II- (Politehnică-) 

(fazele naţionale  - 1980- 1996) (selectiv). 
 

 

1. Să se calculeze 

I = dx
x

xx
∫ +

−1

0
3

3 2

)1(
)1(  . 

 

                                                = 1980 = 

 

2. Să se determine soluţia pe [0, ∞) a ecuaţiei diferenţiale xy″ + 2y′ =  care 

satisface condiţiile y(0)=0 şi este mărginită în vecinătatea originii folosind 

transformata Laplace. 

2x

 

                                                = 1981 = 

 

3. Fie f(x,t) = 
)

2
(

2
ttx

e
−

 olomorfă pentru x R∈  fixat şi 0 < | t | < ∞. Dacă f(x,t) 

admite o dezvoltare în serie Laurent de forma f(x,t) = atunci f(x,t) 

verifică următoarele relaţii: 

∑
+∞

−∞=

⋅
n

n
n txJ )(

 

2 , )()()( 11
' xJxJxJ nnn +− −=

         )(2)()( 11 xJ
x
nxJxJ nnn =+ +−  ,   .*Rx∈
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                                                = 1981 =  

 

4. Folosind metoda separării variabilelor să se afle soluţia ecuaţiei: 

 

,1 2
2

2

ua
x
u

xt
u

=
∂
∂

−
∂
∂  a>0 care 

satisface condiţiile: 

(1)         u(x,t) = u(x,t + 2л) ,  0,* ≥∈ tRx

(2)       u(0,t) = 
tcos35

1
−

. 

 

                                                = 1982 = 

 

5. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia 

                         2cos21
1)(,:

axa
xfRRf

+−
=→ , a > 1. 

 

                                                = 1983 =  

 

6. Se dă ecuaţia cu derivatele parţiale: 

 

0coscossin2 2

2
2

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂
∂

y
ux

y
ux

yx
ux

x
u  

a)    Să se determine tipul ecuaţiei şi să se aducă la forma canonică; 

b)    Să se determine soluţia generală; 

c)    Să se determine soluţia particulară care satisface condiţiile: u(0,y) = 2y, 

2),0( =
∂
∂ y
x
u . 

 

                                                =1989 = 

 

7. a) Să se determine funcţia morfă f(z) = u(x,y) + iv(x,y) pentru care  
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                      u(x,y) = ; xyshyxchyxye x cossincos −+

     b) Să se calculeze:  ∫ −

π2

0 cos45
3cos dx

x
x . 

 

                                                =1985 = 

 

8. Fie rv  vectorul de poziţie al punctului de coordonate (x,y,z) 3R∈  şi  

o funcţie armonică într-un domeniu D

RR →3:ϕ

3R⊂ . 

a) Să se determine parametrii reali a,b astfel încât  

grad 0)()( =++ ϕϕϕ bgradxgradrarotgradr rr  

pentru orice funcţie armonică ϕ . 

b) Să se exprime printr-o integrală de suprafaţă integrala triplă: 

I =  ( )[ ]∫ ∫ ∫
Ω

∇+ dwgradrgrad ϕϕ r

unde Ω este un domeniu cu frontiera suficient de regulată, Ω⊂D,  

rr
z

z
y

y
x

x
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ . 

 

 

                                                = 1986 = 

 

9. a) Să se determine funcţia monogenă f ştiind că  f(z) = )( 22 yxx ++ϕ , ϕ  

derivabilă. 

b) Să se calculeze: 

I = ∫
=

−

≠
−RZ

z
Rdz

z
e 1,

)1(

1

. 

 

                                                = 1987 = 
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10. a)  Să  se  determine   funcţiile   olomorfe    f:    pentru     care                        

u(x,y) = 

CC →

)()( yx ψϕ ⋅ cu ϕ şi ψ  de clasă  unde u ( x,y) = , z = x + iy. )(2 RC )(Re zf

   b) Să se calculeze: 

 

                   I = ∫
∞

++0
2222 ,
))((

sin dx
cxbx

axx  

unde a,b,c R∈ . 

 

                                                =1988 = 

 

11. Se dă funcţia complexă 

 

F(p) = ( )[ ],1)1(
1

22 ω+++ pp ω > 0, 

p∈Z. Se cere: 

a) Să se determine funcţia original f(t); 

b) Să se rezolve ecuaţia integrală: 

∫ −=− −
t

t tteduutfug
0

)sin()()( ωω . 

c) Să se calculeze : ∫
∞

=
0

1
)( dt

t
tfI . 

d) Pentru ω  = 2 să se calculeze: 

 

                  ∫=
2

0

6
2 cos)(

π

tdttfeI t . 

 

 

                                                = 1989 = 
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12.   Să se calculeze integrala: 

               

                    
( )∫

∞

+0
n2bxa

dx   unde    a  şi  b  sunt  numere  reale, strict pozitive, 

.Nn∈  

Folosind rezultatul obţinut să se calculeze: 

                   

                    
( )∫

∞

+0
19932x1

dx . 

 

                         = 1993 =    (Univ.C.Brâncuşi  Tg.Jiu) 

 

13.    Să se calculeze integrala: 

 

∫
π

π− −
⋅ dx

xcos45
nxsinxsin  n∈N*. 

         

            =1996=       (Univ.Cluj Napoca) 
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